Соодчіе 


ПТрі8 15 а фіайа! сору ої а БооК (Ба! маз ргебегуса Гог вепегацопя оп Пгагу 5пеЇуе5 Бебоге її уга5 сагеїиПу зсаплей Бу Сообіе аз рагі ої а ргоїссі 
о таке Ше могід'я БооК5 Фізсоуегабіе опіїпе. 

1 Ба5 зигуїуед опа епоцеі Бог Фе соругія о ехріге апа Бе Боок Іо епісг Ве рибіїс Дотаїп. А рибіїс Фотаїп Боок із опе а маз пеуег зибіссі 
(о соругіє і ог мБобе Іева! соругія и егт Ваз ехрігед. МПеїег а Боок із іп Бе рибіїс дотаїп тау уагу соипігу іо соипігу. Рибіїс дотаїп Боок5 
аго сиг раїсмауз Іо Ве разі, гергезепіїпе а миеайй ої Бізіогу, сийште апа Кпом'едєе (наг'я обеп іЙйсий 10 дї5соусг. 

Магкз8, погаціопя апа оїбег тагаіпайа ргезепі іп Фе огідіпаї уоїште мії арреаг іп із біс - а гетіпдег ої Віз Боок'я Іопє |оигпеу Їтоті Бе 
рибізнег 10 а ІБгагу апа йпаПу 0 уои. 


Озаре виідеїіпез 


Соовіс із ргоца о рагіпег мії Нбгагіс5 10 Фігійге рибіїс Дотаїп таїгіаїз апа таке ет млідсіу ассевзібіс. Рибіїс дотаїп Боок5 Беіопе іо бе 
рибіїс апа ме аге тегеїу Юеіг сизіодіапя. МеусгіПсіс58, Віз могК із ехрепзіуе, 50 іп огаег (0 Кеер ргомідїпя (Віз гезошгсе, у/е Баме (аКеп 5Іер5 0 
ргеуепі абизе Бу сотптегсіа! рагіісз, іпсіидїіпе ріасіпя (есіпіса! гезігісйопія оп ашіотаїса дисгуїпе. 

Ме аїво аз Ваг уди: 


- Маке поп-соттегсіаі изе ої те Їїе5 Ме Февізпед Сооріе Воок Зсагсі Гог и5е Бу іпдїмідиаіз, апа ме гедисзі Ба уси и5е (Пе5е біс Гог 
регвопаї, поп-сотптегсіа! ригробез. 


- Веїтаїп бот ашотагеа диегуіпя До пої 5спа ашотагса дисгіся ої апу 50гі (о Соо8іс'я зузіет: І уди аге сопдис(іпя гезсагсі оп тасріпе 
«гапзіайоп, оріісаї сбагасіег гесовпійоп ог оїБег агеаз м/Пеге ассе55 (0 а Іагае атоиті ої Іехі і5 реїріиї, рісазе сопіасі из. М/е епсоигаре бе 
изе ої рибіїс Фотаїп паїегіаі5 Бог Безе ригро8ся апа тау Бе абіе Іо Беір. 


- Маітаїп аптірипоп Тбе Сообіе "магегтагк" уди 5се оп сасі Біс із ез5епіл! Бог іпГогтіпя реоріе абоші із ргоіссі апа Беіріпя вет бл 
адайнопа! таїггіаїз (вгоцеб Соовіе Воок 5сагсй. Ріса5е 4о пої гетомуе її. 


- Кеер й Іеза! М/Баісуєг удиг ие, гететкег (Ба уси аге гезропзібіе Гог еп5игіпя Ба! м/ба! уди аге Чоїпа 15 Ісра!. До пої азвите Ба! із 
Бесайзе ме Беїїсує а Боок і5 іп Ше рибіїс дотаїп Гог иег5 іп Іде Опіса 51а1с5, Ша! Фе могк 15 аі5о іп Бе рибіїс Фотаїп Бог изег5 їп оїбег 
соипігіся. М Бешег а Боок і 5 іп соругієби уагіс8 Ігот соипігу 10 соипігу, апа ме сап'ї оїїег виїдапсе оп у/рецег апу 5ресіїїс ц5с ої 
апу 5ресійс Боок і5 аПомеа. Ріса5е Чо пої аз5ите Ва! а БооК'з арреагапсе їп Сооріє Воок 5сагсї тап5 її сап Бе цей іп апу таплег 
апумбеге іп Бе могій. Соругіє і іпітіпретепі Пабіїйу сап Бе дийе 5сусте. 


Абоші Соовіе ВооК Зеагеї 


Соовіс'я тіззіоп і5 (0 ограпіге Ше умогід'я іпогтайоп ап 10 таке її ипіуегзаПу ассе85ібіс ап изеїиі. Соовіє Воок 5сагсі Веірз геайст5 
дізсоусг Бе могід'я Боок5 уіїе Беїріпя ашбогя апа рибійзрегя гасі пем/ ацдіспсез. Уои сап 5сагсб гоцеї (бе и! (ехі об'Біз Боок оп Ве меб 
а(ееер://боокз соочіє.соп/ 














Соодіе 


Зто цифровая коипя книги, хранящейся для иотомков на библиотечньх иолках, ирежде чем єс отсканировали сотрудники 
комианий Сообіе в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира достуиньгтми через Интернет. 


Прошло достаточно много времени для того, чтобьт срок действия авторских ирав на зту книгу истек, и она мерешла в свободньйй 
достуи. Книга иереходит в свободнькй достуи, если на нее не бьли модань авторские ирава или єрок действия авторских ирав 
истек. Переход книги в свободньй достуи в разньїх странах осуществляєтся ио-разному. Книги, иерешедшие в свободньй достуи, 
зто наш ключ к ирошлому, к богатствам истории и культурьг, а также к знаниям, которье часто трудно найти. 





В зтом файле сохранятся все иометки, иримечания и другие заниси, существующие в оригинальном издании, как найоминаниє 
о том долгом иути, которьй книга ирошла от издателя до библистеки и в конечном итоге до Вас. 


Правила использовапия 

Комиания Соовіе гордится тем, что сотрудничаєт с библиотеками, чтобьт иеревести книги, йерешедшие в свободньй достуи, в 
цифровой формат и сделать их широкодостуиньтми. Книги, мерешедшие в свободньій достуи, принадлежат обшеству, а мьї лишь 
хранители зтого достояния. Тем не менее, зти книги достаточно дорого стоят, позтому, чтобьі и в дальнейшем иредоставлять 
зтот ресурс, мьг иредириняли некоторье действия, иредотвращающие коммерческое исиользование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические заиросьі. 


Мьт также иросим Вас о следующем. 


е Не исиользуйте файль в коммерческих целях. 
Мь разработали ирограмму Поиск книг Сообіе для всех иользователей, иозтому исиользуйте зти файльт только в личньх, 
некоммерческих целях. 


»- Не отиравляйте автоматическиєе заирось. 
Не отиравляйте в систему (СІо0віе автоматические заиросьі любого вида. Если Вьї занимаєтесь изучениєм систем машинного 
неревода, оитического расиознавания символов или других областей, где достуй к большому количеству текста может 
оказаться иолезньгм, свяжитесь с нами. Для зтих целей мьг рекомендуєм исиользовать материальт, перешедшие в свободньій 
достуи. 





е Не удаляйте атрибутьт Сообіє. 
В каждом файле есть "водяной знак" Сооріе. Он иозволяет иользователям узнать об зтом ироекте и иомогает им найти 
дойолнительнье материальт ири иомощи ирограммьтг Поиск книг Сообіе. Не удаляйте его. 


е Делайте зто законно. 
Независимо от того, что Вьг исиользуйте, не забудьте ироверить законность своих действий, за которье Вь несете иолниую 
ответственность. Не думайте, что если книга нерешла в свободньій достуй в США, то ее на зтом оснований могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для иерехода книги в свободньїй достуи в разньїх странах различньі, 
мозтому нет единьїх иравил, иозволяющих оиределить, можно ли в оиределенном случає исиользовать оиределенную 
книгу. Не думайте, что если книга иоявилась в Поиске книг Сюовіе, то ее можно исиользовать как угодно и где угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может бьть очень серьезньм. 








О программе Поиск кпиг Сооєіе 
Миссия Сообіе состоит в том, чтобьт организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне достуиной и иолезной. 
Программа Поиск книг Соовіе иомогаєт иользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новьїх читателей. 
Полнотекстовьй иоиск ио зтой книге можно вьшолнить на странице|Бер: //Боокз роовіе. соп/ 
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Ко ееорій динейннт дяфферендіальннх о уравненій. 


М. П. Рудзкаю. 


Вь настоящей статейкв я желаю отиїтить, что диффе- 
ренціальнов линейноєв уравненів: 


ад а 
ДУ ооо Фа (1) 
, в котороже: 
ФіхРа» б б б "Фа 


суть функцій оть 2, связано сь группой подобнихь вму диф- 
ференціанальннихь уравненій вида: 


4 4 ад а 
Реле 7 Фара обо ЧУ, .... (3) 


, ТД'В К поочереди равно 1,2,.....п; ибо если возьмем' функцій: 


а) "РКО (3) 


(") 9то уравненів саВдуєть понимать так»: пройзводную 9ть и умно- 
жаємь на г,, ПОТОМ оброзуемь производную оть зтого произведенія, умно- 
жаємь на ?, и т. д. 


Т. ХІМ. Запис. Мат. Отд. 1 


р) М. РУДЗКАГО. 9 


. р афро-о 
рр тео Ффь ах 
(п-1) ГР 
и. шеф,-1іт 


Що. 7 
а) (1) 
Шо ооо и 
м -|......... (4) 
У РР Ли 
и ее фи 


а потомь его подопреділители, принадлежащіє кь злементань 
Ко той строки и 1 той колонн: 


и чо Мо и, 
И, ие (2--2) (Е--2) (з, (5-2) 
і 
і, о о о є Ма Різ о 9 в М 


(Б) (к) (ю (5) 


о? ПИ СО Рон РОКИ ОТ 


(п--1) (а-1) (а-1) (м--1) 
і ПРОЦ РР РРО РИ 
то подопреділители: 
М, 


удовлетворають уровненіям»ь вкда (2), именно подопреділитель 
принадлежащій кь Є той строків удовлетворяєть уравненію, в» 
которомь козффицієнть: ф, стойть на крайнемь місті сь 15- 


вой сторони. 
Доказательство сказаннаго обнковнваєтся ка схбдующигь 


двухь равенствах»: 


4 . 
М,, -бі Фа СМ ЯН 5) (6) 








3 КЬ ТЕОРІЙ ЛИНЕЙНЬХ'Ь ДИФФЕРЕНЦІАЛЬНЬХ'Ь УРАВНЕНІЙ. 3 


, Когда: Розі, 2.....(п--1), но 
а 
Мн ПФ 2 (7) 


дти равенства доказнваются очень просто. Если діійстви- 
тельно продифференцируєнь опреділитель: М,,, то получимь 
,-: ОпредиЛИтелей сходнихь сь данини» опредблителемь. Кдин- 
ственноє различів состойть в том», что вь первом'ь из» опре- 
Двлителей, составляющихь производную, вмїсто строки: 


(7 ЛРУ ДР Чл. . » « В, 
, будеть строка: 
Фи, и, мол «и, 


ах "ах дах "ТИ 





, 80 второмь вийсто строки; 


(1) (1) а) (1 


їй. «Ра Шіироео М 
, будеть єтрока: 
. 0 а) а) а) 
Фа Фон Фе 
іх "со аг  "''''с 


т.д. 


Кели возькень во вниманів уравненія: (3) то на основа- 
ній извістной творекв, что опредіфлитоль, в» которомь веб 
олененти одной строки равни соотв'бтственннмь олементам» дру- 
той строки, умноженнимь на одинь и тоть-же множитель, рав- 
ваєтся нулю; окажется, что всі зти опреділители равнн нулю, 
кромб одного. именно кром'в того, вь котором'ь строка: 

(5--1) (в-1) 0 (е--1) (к--1) 
ТРИ РЕ ТУРИ 
змийнена строкой: 7) 





") Обращаю внимавів читателя на то, что здвсь разслатриваєтся про» 
навводная опредвантеля Ми, 


4 М. РУДЗКАГО. | 4 


(Ь--1) (6-1) 00 (5-1) (6-1) 

о ох 

ах ах ах "Чат 

Боли накокець в зтомь посяївдвемь опредблителі, сді- 

лаємь общій мкожитель: гр, множителемь олементовть иженно 
отой строки: 


(5--1) (6-1) (1-е1) (2--1) 


іш 7 ПАРА «ра Ір 


ах "ТИ; дат "ЧИ 


, То окажется, что зтоть едакственньй, остявивтійся опреділи- 
тель есть ничто инов, как»: 


Мі 
Таким» образом» равенство: (6) обращаєтся в» тождество. 
Что касаєтся равенства: (7), то при исполненій дифферевціаціи 
надь опредфлителень: М, всв опреділители, составляющів 
производную оказнваются равин нулю, кром однаго, вт кото- 
ромь послідняя строка опреділителя: М, или строка: 


(п--1) (з--1) (п--1) (а--1) 


Ь, о «Фо зе Р а з ооо є і 


зам'нявтся строкой: 


(п-1) (п-1) | (а-1) (п-1) 
ис Фа 0 в 
іс "ах ас ах 


Но на основаніи уравневій: (3) и уравненій: (1): 


, 5 Шотому, если перенесемь зту посліднюю строку на пер- 
вов мїсто, то окажется, что равенство; (7) есть тождество. -- 
Дбійствительно, при передвиженій любой строки на одно місто 
опредилятель м'Ьняєть свой знакь. ЗдВсь мн должни соверить 














5 КЬ ТЕОРІЙ ЛИНЕЙНЬХ ДИФФЕГЕНЦІАЛЬНЬХЬ УРАВНЕНІЙ. 5 


п--2 такихь передвиженій сь послвдней строкой, блідова- 
тельно ин дояжни ввести множатель: (--1)"., вли, что вее 
равно:  (--1)" 

Если теперь вь равенство: 


а 
М,, фо СМіад 
Подставинь: М,,,, нзь подобваго ему равенства: 


а 
Ма ,іт"Фьн їх (М, з, 5) 


н т. д. а М,, подставимь изь равенства: (7) то похучинь 
сівдующее уравненів: 


а "| да а 
Фа РЕНО .. "ФерІРає р Фе СМ, :)2(--1)"М,, 
гі 
Ке-і, 2.....п 


значить функція 4, удовлетворяеть уравненію: (2) Занвтикь 
теперь, что опредблители: 4, , равин частиниь нікоторнхь 
опреділителей, именно: 





особ (8) 
мис 
Га С есть постоянная: 
шо чи 
«Іа Чи, 
В с Фа ат 
ет 
ам. ан, 


6 М. РУДЗКАГО. 6 


ім, афи, ло Фида «и, 
ах ("дв іс Пк 





я л-1 4-1 
ін іч фа ін, 
ат о о м о от 1 дн о о о Гр 


т. 6. Б всть опреділитель п таго порядка вав функцій м, и 
ихь производянхь до п--1 аго порядка включительно, а Б, 
есть подопреділитель, принадлежащій кь є тому злементу первой 


строки опред'іблителя: Б. 
(5 
Дйствительно, всяков р, посхв ясполненія дифференців- 


цій получаєть слбдующій видь: 


(є к ь-1 
4 і а ї 4 У 
М; рах - р, Кі за -. о о о Тло (9) 


Фунція: ф. "Фріс Реал СОСТОЯТЬ ЯЗ функцій р й ихь пройв- 
воднихь, Онб могуть бить хегко найденн помощью формули: 


Рік" ФРи Гри, Б "и 2. (ри )) Р (10) 


которая даєть возиожность образовать поочереди веб козффи- 
цівитн! 7), , , НаЧИНВл сь твхР, вь которихь знаки: К и 5 
нибють свиня малу значенія. 


Внражая вь опредблятелі: Б,, вев функцій: и помощью 
формули: (9) и прижбняя извіфстную теорему, что значенів 
опредблителя не изибнявтся, если кь злементамь любой его 
строки прибавить соотв'втотвенниє озлементк другихь бтрокь, 
умноженнне на инбВкоторне побтояннне для данной строки мно- 
жители, найдемь слідующее: 














7 КЬ ТЕОРІЙ ЛИНЕЙНЬХ'Ь ДИФФЕРЕНЦІАЛЬНЬІХ'Ь УРАВНЕНІЙ. 7 





ди, Чи 
"Од 
а" Ру 
и ц 
М, же ІФ Ра о о о ?- 
9-1 


а и, 
ФіФа б "Федрані 


Мт Фо Фа (11) 





Опредблитель, входящій в» бсоставь правой сторонн равенства: 
(11) есть ничто инов, квкь: 


В, і 
Сь другой сторокв ик можем доказать, что: 


по я-ї1 С 12 
Ф, - Фа єн Фаса Б ( ) 


Дійствительно, если привести уравненіє; (1) кь виду: 
" мої 
и Фи Чи 
9, чан Т ор ЕР 


то по общему свойству вевхь уравненій отого вида: 


Ли ба (13) 
Ачав взочт 


Но вь ДдАнномЬ случав, помощью формули: (10) найдемт: 


м 


8 М. РУДЗКАГО. 8 


чшт-Ф, . Фи--1 оо зе Фа . Ф, 
4 4 
д, пф ня з Фе-а: .. "ФІ ФР Фа ...ФУРр--- 
а: 
РФ, Фо кра 


Подставляя зти значенія 4, й 4, вв формулу: (13) 
найдень форлулу: (12).--Но коль скоро доказано равенство: (12) 
(8) тоже являєтся доказанини». 

дакітимь еще, что уравненів, которому удовлетворяєть 


функція: 
М, 


тождественно сь такь назнваємниь соеднненнниз уравкеніви», 
нли «едидійоп афдотів» у ЗКордана 7). то множеть бить до- 
казано непосредственно. Предполагая, что уравненів, получен- 
нов подь видоюь уравненія (2), гдБ Кос, тождественно сь 
уравненівмь, полученнимь подь такниь видом", под какимь 
оно являєтся н. п. у Жордана, когда оба уравкенія, положиит, 
т таго порядка, нетрудно доказать тождество обойхь видовь 
для уравкеній (ть-Н1) аго порядка.-- Но частиня вида: 

В, 


2 


В 


являются интегражами совдиненнаго уравненія, не только в» 
разсматриваємомь нами случав, но вообще у вевхь линейнихь 
дифференціальнихь уравненій вида: 


п п--1 
ди фи «и | (14) 
Фечая Р ера бно Дар ее 


?) Соцтв д'епаіуве ПІ том стр. 153 
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, ТАВО 9, з 9.-і:::'9, есть вообще функцій оть ж вовсе неза- 
висиина другь оть друга. Д'бйствительно, если взять подопре- 
дфлители функціональнаго опредфлителя: БК, состоящаго из» 
функцій, Гн ихь пронзводнихь до п--Ї аго порядка включи- 
тельно) удовлетворяющихь уравненію: (14), написать т извіет- 
нЕхь связей между зтими подопреділителями вида: 


4 Кк : вл. іо і, ї 
| Е )-яе -(-- 1)" Фо -0 


В, 


, начнная сь Ко-, до Ко-п, й подставить: из» послі- 





В 
днаго в» предпосліднев, изь 9того опять: б вь третьв оть 


конца й т. д.; то наконець получимь уравненів: 


а"! ФІ ПУ «Фо 
(--1)" дж! -- С "РВЕ (» нг) - 
«з (15) 


, ТДВ мн ради краткости положили: 


К,. ї 

- - -- Я, С) 

Кк 

Уравненів (15) и єсть уравненів соєдиненнов єв уравне- 

нією: (14). Его нятеграли нибють то свойство, ") что урав- 
ненів: (14), будучи умкожено на один изь интеграловь урав- 
ненія: (15), помощью ннтеграцін по частямь приводится кь 
Травненію порядкомь ниже на одпу единицу. 


хз) Жордань Іоє. сії. 


Мераннка ПОДОБНО-КЗИНЯЄОЙ сновеин. 


Д. Н. Зейлимра. 
Месьапік 4ег бБоаіїсь-увгй одегіісьег 8увівше 


ото ДЮ. Зейіідет. 


ВБІПУЄБКЬ ТРЕТІЙ. 


Статика подобно-изиіняємой системн. 


ВВЕДЕНІЄЕ. 


Приступая кь обзору содержанія настоящаго випуска, я 
считаю долгомь ясправить ошибку, вкравшуюся против» моей 
воли вь предисловів кь первому внпуску. Тамь я указаль на 
нбоколько глав» сочиненія Мебіуса «Гергриеї Фег 54абїК», какь 
ва всю литературу статики подобно-изиВнавмой систеин. Но 
недавно я случайно познакомился сь другой работой отого ав- 
тора, посвященной тому же вопросу"). Воть содержаніє зтой 
небольшой статьи, состоящей изь 6 параграфовт, В'ь первомь 
авторь, неходя изь принципа Бернулли, находить слідующія 
їсловія равнов'сія плоской систем силь: 


2Хазо, ХГ ехо, У( Їх - Ху)-оо, Х( Ха Їу)--о. 





") доагпа| уов Сгеіїе, 1840, В. 21, р. 64-78. 
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Здісь 2, у, координати точки приложенія силь (Х, 7). 

Вь сабдующень параграфі изь зтихь формуль внводятся 
два предложенія: 

І. Если нфоколько точекь такь могуть двигаться, что фи- 
гура, составленная ними, всегда остаєтся себ подобной, при- 
чень силк, діійствующія на нихь вь цлоскости, находятся В» 
равновіфсія, то посябднее не нарушится во всякомь иномь по- 
ложеній, которое можно дать точкам в'ь силу ихь подвижности, 
если только силь остаются параллєльннии свонит первоначаль- 
ни» направленіямит. 

Обратно : 

П. Коли силь, дЬйствующія вь плосбкобти на точки, не- 
изиїнно свазанння мсжду собой, ваходятся в» равков'сін, й 
посліднев сохранавтся, когда система точекь произвольно пере- 
м'щена в» своей плоскости между тби», какь сихн дбИству- 
ють парадлельно ихь первоначальним» направленіям», то равно- 
вісів не нарушится, если точкам дадниз возможность такого 
относительнаго перемівщенія, при которомь фигурв, составлен- 
ная ий, оставтся подобной самой себ5. Зти два предложенія 
били уже изложенн автором» вь Гебргрисі дйег ЗбабіК. 

Вь третьемь параграфі Мобіусь прилагаєть общую тео- 
рію кь случаю двухь и трехь силь. Вь первомь случав необ- 
ходимов условів равновісія заключаєтся вь совпаденій точекь 
приложеній обівхт силь, что само собой очевидно; кром'в того, 
дЬьйствующія сили дояжни бить равин по величині й прямо 
противоположии по направленію, Для случая трехр силь авторь 
снова ") даєть теорему, по которой кь убловіємь равновісія, 
нибющимь місто вь томь случабв, если разстоянія точек» при- 
ложеній силь нейзивняются, присовдяняєтся еще одно, яменно: 
тря точки должни лежать на одной окружности сь общей точ- 
кой пересіченія сих». 


") Дергрись дег біацік 6 234. 
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Датіье авторь переходить кь системі силь, двиствующихь 
вь пространстві на точки подобно-язийняємой систем. Прин- 
цип» Бернулли даєть вну сівдующеє усховіве равновбсія: 


1) Х(Ха-Ту-р 22)з-о. 
Остальння усдовія: 


2) ХХезо, ХГ езо, З яко, Х(у2-- 21), (Ха 2) оо, 
Х27--уХ)сео 


авторь получаєть непосредственно. 


Дополнительнов условів 1), характернов для подобло-йз- 
хбняємой систень, Мабіусь представляєть даліе в» виді: 


3) ХОАРебОАР-зо, 


та5 ОА-- разстоянів любой точки О оть точки приложенія А 
снян Р. 

Вь такомь виді представленнов допожнительнов условів 
атворь фориулируєеть слВвдующимь образонь: Виберемь прояз- 
вольную точку О и боставимь провзведенів изь каждой сили 


Р на разстоявів ОАсзОАР точки приложенія сил оть плос- 
кости, проведенной чрезь О перпендикулярно кь Р. Сумиа та- 
кихь произведеній должна равняться нулю. 

Наконець в» посліднемь параграфі разсматриваєтся слу- 
чай четкрехь силь, ді8йствующихь на 4 точки, не лежащія вь 
одной плоскости, й даєтся теорема, по которой дополнительнов 
їсловів равновісія в» данно»ь случав заключаєтся в'ь том, 
что плоскости, проведенння чрезь точки приложеній силь пер- 
пендикулярно кь каправленіямь посліднихь, Дояжнн пересі- 
каться в» одної точкбі, 

Перехожу теперь кь бфглому обзору содержанія настоя- 
щаго випуска. 
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Вь первой глав5 помощью принципа Бернулли я доказн- 
ваю, что пару растяженія йли сжатія можно перенести на лю- 
бую прямую пространства; что дв одномменння пирн зквива- 
дентин, если ихь моментн равнн, и наконець, что только в» 
подобно-изиВнявмой системб имбфеть місто предндущая теорема, 
которая, слідовательно, можеть счататься статическим»ь опре- 
діфленіємь подобно-изивнявмой системн. 


дтоть результать я считаю весьма важнни». Вь слідую- 
щихь главах» бфрло указани главння праложенія теорі век- 
торовь. изложенной вт первних»ь двухь випубкахь кь статикі 
подобно-изивнявмой систенн. Читатель не должень думать, что 
я ограничился простой зам'Вной слова «векторь» СЛОВОМ'Ь «СИЛА». 
Везд, гдів только представлялся случай, 8 старался упрощать, 
видойзифнять доказательства, Данння мною раньше. Такь во 
второй главі указанн очень простне способн преобразованія 
парь (теор. УТ, УП и УПІГ), что позволило мий дать вполиф 
геометрическов доказательство творемн Мебіуса о равнодЬйству- 
ющей 2 силь. Вь той же главі дано ковов изложеніє свойствь 
линейной системи силь, основанноє ка гвометряческомь изобра- 
жені момента царв растяженія. Йначе и также значительно 
проще язложена плоская система силь. Но особенкно вниматель- 
ному пересиотру подверглась теорія винтовь. Я ввожу, вифсті 
сь Балемь, взанмнне винти й пользуюсь ихь свойствами для 
большей простоти изложеніз. Ксли ото й не приводять кт» но- 
вниз» результатам», все же я пе считаю зту работу совершенно 
безполезной. Діло вь том», что, по справедливому заміВчанію 
т. данчевокато "),.... «чисто геометрической теорій винтовь 
в собственномь синсяв отого слова не существуєть». Вь ука- 
занномь сочиневій пробЖль зтоть пополняєтся вь томь отко- 
шевій, что теорія винтовь изь области механики ціликомь 


г) Занчевскій. Теорія винтовь и приложенія вя к»ь механик8. Одесса, 
1889 г., стр. 16. 
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перенесена вь область аналитической геометрія. В» настоящей 
работ я доказиваю, что и синтетическая геометрія можеть 
справиться сь отниь вопросомь, причень ціликомь сохраняєтся 
все шзящество доказательствь, предложевнихь Балень вь его 
«Тре Треогу ої Зогем8». 

Возвращаюсь к»ь прерванному обзору содержанія настоя- 
щаго випуска. Вь посявднигь двухь гхавахь я излагаю кз- 
сіфдованів Шаля ") о возможнихь перем'щеніяхь подобно-из- 
ніняеной систенн точекь. Внвожу форнухи для возножнихь 
переивщеній послвдней и призагаю оти формузн кь винчисле- 
нію работи бсялн. пари вращелія ми силоваго винта. Дахіе 
ввожу дпонатів о киненатическомь винтв вь подобно-язиб- 
насной систешф. Отинь шивнень 2 обозначаю совокупность 
вращательнаго движенія вокругь оси винта и лучистаго рас- 
таженіа вокругь центра посаїднаяго. Подь лучистим»ь растяже- 
нієнь з разумвю такого рода движенів точекь систенн, при 
которомь шпосліднія движутся по радіусамь, инсходящимь из» 
общаго дентра. В» заключенів внчисляєтся работа силоваго 
винта по отношенію кр кинематяческому и язсявдуєтся вопрос: 
когда винть силовой не пронзводить никакой работн 3 

Изь зтого краткаго обзора читатель, надіюсь, внведеть 
заключенів, что вторая, нова для меня, работа Мобіуса нисколько 
їв отразилась на мовиь сочиненій. 





") Сьагієв. Сошрієв гепдава, 1834, р. 1743--1759. 
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ГЛАВА І 


0 работь. Принципь Бернулли, Подобно-измінявмая 
система точекь. Основнья теореми. 


І О работь силь. Всяков безконечно-малов перемЕщенів 
уатеріальной точки казнваєтся возможнимь, всли оно допус- 
каєтся условіями, которниь подчинено движенів точки. "Точка 
назнваєтся свободной, если всяков вя перем'івщенів возможно: 
вь отомь случав ея движеніє не подчинено никакому условію. 

Пусть АДА'-- возможнос переміщенів точки, Аа-- проекція 
послідняго на направленів сили Р, двйствующей на точку (Ч.Г.); 
обозначимь Аа чрезь бр. Проязведенів Рор казнваєтся работой 
сили Р по возможноху пути 44" или, короче, возможной ра- 
ботой сили Р. Работа сил положительна, если направленія 
Р и бр одинаковн,--отрицательна в» противномь случаб. 

Коли 02. бу, б2 -- проекцій на прямоугольнихь осях» 
координать возиожнаго пути АД'з-дз, а, В, у--с8н утловь 
сь осями, образуемнхь направленівиь Р, то 


брезада - ду -К ба; 
сябдовательно , 
Рбрез Рада -К РОбу -Ь РУба. 


Но, воли Х, У, 2--елагающія по осямь сили Р, то 


Хе Ра, Те РВ, Дез РІ. 
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Внося зти значенія вь предндущую формулу, похучимь 
окончательно: 


1) Ріро- Ха Їду -Ь 762. 


Пусть Р, Р'...--бнян, дВйствующія на точки 4, 4"... 
систежи оточекь, др, бр',..--проекціяй на направленія силь 
одновременннхь, возможинхь перем'щеній точекь А,4',..ХГбр, 
распространенная на всю систему, назпваєвтся возможной рабо- 
той силь Р, Р',.. На основавій предвдущаго, 


2) ХРере- Х( Хба-Ь Їду 202). 


Остановимся на случав двухь точек». 

Предположим», что вдоль прямой 48 в» точкахь Аи В 
дбйствують дві равння и прямо-противоположння силн-- Р и 
ЕР (4. П). Такую совокупность двух» сяль назовемь парой 
скатія или растяженія, сиотря по тому, направленн-ли син на 
встрвчу другь кь другу нля нфть. (На нашемь чертежі изо- 
бражена нара растяженіл). Сили Ри--Р суть слагающія парн. 
Вичислимь возможную работу посхфдней. 

Пусть 2, Узз 245 За Уз» 2» - 7 Прямоугольння координати 
точекь А и В, р, а, В, у--длика прякой АВ и св'н углов», 
составшлевнхь 6ю сь осями. Тогда 


3) аа анетра, Уз--Уї рі, 22 -817-р. 


Коли Х, У, Й -- слагающія по осямь сили Р, дійствующей 
на точку Б, то слагающія силь-- Р, дфіствующей на А, бу- 
дуть: - Х.--Ї.-- 7, причень 


4) Хе-Ра, Ї-е В, Де РУ. 
Искоков внраженіє работи будеть: 


Р їдрі-К Р.браее Х(бан-- дан) -Р У (дуг -- ду: ) Р К дач да). 


Т. ХІІ. Запис, Мат. Отд. 2 
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Но формули 3) дають: 
бха--даеерба-радр, буз--дУїч-ро9-НВОр, 022-024 22 ру Р убр. 


Унножля зти ввнраженія на Х, Ї, / соотв'бтственно и пользу- 
ясь формулами 4), кайдем»: 


РідрЕ Р.драє Ро(аба -Ь893-Ь у51)-Р Р'ер а? р-р). 


Но, какзь язвістно, 


На й 


абаЬВоз-Ь убу --о0, 


откуда 


вь силу чего предкдущее вкраженіє работи парн силь приметь 
сльдующій виде: 


ь) Рідрі ЬР.обр ев Рбр. 


Ото внираженів чрезвичайно важно для послідующато. Кто пе- 
трудно вивести геометрически "), ко на зтомь я останавливаться 
не буду. 

Ії. Принципоб Бернулли. Статика всякой системн точект 
заключаєтся в» слбдующемь предложеній Бернулли: Косли силі, 
дьйствующія на свободную систему точекь, находятся вь рав- 
новісій, то работа взтихь силь равна нулю для всякаго воз- 
можнаго перемВщенія бсистемн точекь. Обратно., всли работа 
силь равна нулю для всякаго возможнаго переміщенія точекь 
приложеній зтихь силь, то посліднія находятся в» равнов'Ввсій. 

Доказатетьство зтого предложенія здісь опускаєтся. Чи- 
татель кнайдеть єго вь зюбоюь учебнякв аналитической ме- 
ханики. | 

Дві системк силь Р.Р'....00"'...считаются еквивалент- 
нини или равнодбйствующими, если онб уравнов'вшиваюток послі 


") Всйвії. ТЬвогів дег Вемедавпс цой дег Кгтббів., Т. П, стр. 194. 
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тою, какь сил одной изь них изивнять свой направленія 
на прямо-противоположння 7"). 

Пусть др, бр'..., 99. 09"... -- проекцій на направленія 
силь Р и О возможннхь перем'вщеній точекь приложеній по- 
сібднихь. Цо опреділенію, сили (Р) н (()) зквивалентин, ебли 
систечи (Р) я (-- 0) находятся вв равновісій. Но для послід- 
наго, по. теоремВ Бернулли, необходимо, чтобн 


Х РОр--- 2094 ше, 


т. в. ДВВ систенк сихь (Р) я (()) еквиважентин, если работи 
яхь равни для всякаго возможнаго переміщенія точекь их» 
приложеній. 
Приложимиь зту теорему кь случаю трехь сит». 
Положимь, что ка свободную точку (2, у, 2) діИствують 
син Р я 0. Беоля В -- равнодЬйствующая сила, то, по пре- 


зндущену, | 
Рбр-рОбд -- Кг. 


Нусть (Х,, Х,, 2), (Х», Т,, 2.), (Х, У, 2)-- проекція 
сюь РО О и К на прямоугольнихь обсяхь и координатах». 
Прилагая кь разсиатривавмому случаю формулу 1), получим»: 


(ХХ. ба НОТ Г, бу (2, Ва )ба з Ха бу 82, 


Такь как» точка (2, у, 2) свободна, то зта формула, по 
предидущему, справедлива для безчисленнаго множества  сис- 
тежь значеній (дж, бу, 02), независиннхь между собой. Ото 
возножно хищь вь томь блуча?й, если 


ХееХьХ,, Ї яю Ї14-Ї», УЛОВУ 


) Моріав, І ебгрисі іег Зіабік, 1837, 5 6. 
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Полученними равенствами аналитически внражаєтся из- 
віетвнй законь параллелограмиа, по которому складнваются 
дв8 силн, двійствующія на одну и туже свободную точку 
т, У, 2. 

Предположимь, что, виїсто одной точки (2, у. 2), у нась 
систена точекь, связи которой таковві, что всяков, безконечно- 
малов перемВщенів какой нибудь точки системк возможно. Та- 
кую систему назовемь євободной. "Точки вя удовлетворяють 
денному в» 18 опред'вленію свободннхь точекь. Слідовательно, 
законзь параллелограмма имбфеть місто во вевх»ь точкахь осво- 
бодной системі. 

ПІ. О подобно-изжмьняємой системь. Подобно-изибвняє- 
мой назнваєтса такая система, посябдовательння положенія 
которой представляють ряд»ь подобиих»ь фигурь. Слдовательно, 
при движенін подобно-изиїбнявмой системи всякая фигура, бо- 
ставленная изь точекь шослідней, обстаєтс8 подобной самой 
себі. 

Пуєть (рі, 0»), (Ті, "а)--длянн отрізковь р и 7 системн 
вь двухь положеніяхь с, Й с, занимавмнхь послідней в» мо- 
менти і, и і,. Йзь опредіженія системн вивтекаєть: 


Фа рі 


2 
2 с-г боп5Ї. 
т: Ті 


Ото равенство єсть аналитическов опреділенів подобно- 
изифняавмой систенн. Кго можно представить в» сльдующемь 
вид: 

21 


фа--рі ща Та Е, 


пкреціарєтьсьськаввмаючно 


р: т 


гдв Ю--постоянная величина, независящая оть длинн й поло- 
женія отрізка р. Величина Б назввавтся хинейнни» расшире- 
нівмь систе за промежутокь времени /,--і, а отяошеніе 


С созореднимь козффицієнтомь расширенія за тоть же про- 
237791 


ї МЕХАНИКА ПОДОБНО-ИЗМЬНЯЕМОЙ СИСТЕМЬ. 91 


кожутокь времени. Предбіль, кь которому стремится ототь єред- 
кій ковффицівнть, когда разность І,--і; стрематся кт» нулю, 
назнваєтся кооффицієнтоюь растиренія вь моменть і. Обозна- 
чигь его чрезь е. Коли Ф2--линейнов расширеніє за олементь 
времени а, то, по опреділенію, 


ФЕН са. 


Предндущая форнула, приміненная кь раснитриваєному 
сучаю, даєть: 


Фр а | 
6) прути. 


Мн назвали вне парой ожатія или растяженія совокуп- 
ность двухь силь Р я-- Р лежащихь на одной прямой и от- 
інчающихся другь оть друга только направленіями и точками 
приложеній. ШОтрізокь, концаки котораго служать послїднія, 
назовень плечомь парн, причемь условимся обозначать посяВд- 
ною символом (Р. -- Р), 


Теорема І. Дві однойменння парн вквивалентин, ебли 
дин ихь плвчей и величин силь одикаковк. 


Здісь, какь и во всем послідующемь, подразуюнвваєтся, 
что точка приложенія сили принадлежить подобно-изифняємой 
систек. 


Докавательство. сли рі, ро-плечи парь, Р--общвя 
величина дВбйствующихь силь, то, по 8 1. возможння работи 
Парь будуть соотвВтственно: 


Ро и Ро. 
Но форшула 6) даєть: 


би ша ерібі 5 бра жах ераді, 
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Такь какь, по предположенію, рі й р, равин, то равни 
бр, й брг--СЛВдовательно, возможння работн пар» также равнн. 
А ето, по 5 2. служить доказательствомь теоремн. 

Доказанная теорема основная. 

Ме «м вправв о формулировать | посявднюю | сліфдующим» 
образомь: вь  подобно- взивняємой 0 систекн з пару рабши- 
рекія или ожатія можно перенести на любую прямую про- 
странства. 

Назовень моментомь парн растяженія чли ожатія пронз- 
веденія З Р.р, гдів Р--общая величина слагающихь парн. 0-- 
плечо послідней. Верхній знак» берется для парк растяженія; 
нижній--для пари осжатія. 

Теорема ІЇ. Дві однонменнья парв зквивалентнн, если 
ихь моменти равнн. 

Доказательство. Шусть (Р.-- Р) и (0,--0))--дві одно- 
именнна парн, р й г--длннн ихь плечей, По предположенію, 


а) Рожебт. 


дленентариня работи зтихь парь измВряются соствіЬт- 
ственно произведеніями: Рбр и (ог. Но вти пронзведенія равин 
вь силу 6) й а); слВдовательно, теорема доказана. 

Теорема 1. бистема точекь, вь которой дві одноймен- 
ння парн зквивалентни при одном'ь лишь условій равенства 
ихь моментов»ь, єсть подобно-измВнявмая система. 

Доказательство. Шусть (/.--Р) и (0.--09)--дві парн, 
плечи которихь суть р и т соств'втетвенно. По предположенію, 


Розет и Рірезбідт, 
откуда 


Полученнов равенство бправедливо, по предположенію, 
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при произвольномь положенія отрізковь г и о. Но, по фор- 
чуль 6), такиюь же равенствомь опредфляются два безконечно- 
близкахь положенія подобно-изиЬнявной систесин, (2. Е. Р"). 

Примтьчані. Ми моглиби вивести теорему П изь І, не 
пользуясь принципомь Бернулли " ). Но пренмущество избран- 
наго важи пути заключаєтся в» веська важной теорем І. 
Йзь нея внтекаєть, что творева П єсть статическоє опреді- 
їенів подобно-изиВнявиой системн точект. 

Полученння творемн показнвають, что веб результаткі 
теорій векторовр, изложенной вь первихь двухь внпускахь 
наьстоящаго труда, нифють місто в» статикЬ подобно-изм Вняв- 
мой систекю. В» самомь ділб, вся теорія, о которой идеть 
рвчь, била нами постровна ка савдующихь двухь опре- 
дбленіяхь" .): 

1. Два вектора, начала которнхт, совпадають, складнва- 
ются по правилу параллелограмиа, причемь сумиа ихь инмфеть 
общев сь нями начало. 

2. Дві однойменння парк зквивалентни, если слагающів 
я плеча яхь равни. Йначе говоря, пьру можно перенести на 
любую прямую пространства. 

дтимь двуюь опредбленіямь вт» статикф подобно-изивняє- 
жой системи соств'івтствують: правило параллелограмма двухь 
силь, приложенинхь кь одной и той-же точкв, и теорема Ї. 


. б 
") Приміьчаніє. Йнтегрированіє равенствв вт далобь  нам'ь: 


разбу, т. в., тоть же результвть. Автор». 
"") Вип. І, стр. 14, теор. ШІ. 


77) Ви. І, стр. 5, 5 З и стр. 6, 5 6. 





з анутт 
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ГЛАВА П. 


Сбложенів силь, приложенньхь кь одной точк5. Сложеніе 
парь растяженій и сжатій. Линейная система силь. 
у 


Мн будемь пользоваться вевии обозначеніями  преднду- 
щихь двухь випусковз. 
І. (ложеніє силь, приложеннькі ка одной точкть. Пусть 


О--точка придоженія силь Р, Р'... Примемь ее за начало 


прямоугольнихь координать г. у, 2. Боли Х, У, 2-- схатающія 
по осамь сн /, а, 3, у--св'н угловь, образуємниг направле- 
нівмь послідней сь осями координать, то 


На обснованія второй главн перваго ввпувка равенство 
ІКТ ХР.) 
вявчеть за собой слідующія: 


Во-УРа, Не ХРВ, Де РІ, 
В) 


гав ар, с, З, Пи 2--с8'н угловь сь осями и благающія по 
оса» равнодвйствующей сих Й, 

Формули /3) содержать всю теорію сложенія силь, при- 
ложенннхь кь одноОЙй и той же точкб. 

П. Сложеніє тара сжатай цац растяженій. Какь и 
вь первомь внпускВ, символомь З (Х., а) будеть обозначать 
пару, общая длина слагающихь которой есть Х., а--длина 
плеча. Верхній знакь относится кь парі растяженія, нижній-- 
Кь парі сжатія, 
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Йзь теорем ПІІ глави перваго випуска") отибтимь лишь 
сгбдующія : 

Теорема ЇТ. Совокупность парь, вибющихь одно й тоже 
плечо, еквивалентна одной пар сь тіиь же плявчомь, общая 
величина слагающихь которой есть алгебрическая сумка вели- 
чинь слагающих» первихь парь. Всли зкакь каждаго члена 
отой сумин одинаковь со знакомь соотввтсетвующей парн, то 
знакь равнодійствующей парн совиадаєть 60 знаком»ь сумин. 

Теорема У. Совокупность любаго числа пар оквивалентна 
пар, шоменть которой есть алтебрическая сумма моментовь 
складнваємнхь пар». 

Разсмотримь теперь различния преобразованія пар». 

Пусть (АР, ВО), (АР', В'О"')--дві еквивалентння парн 
растяженія (чер. ПІ), по предположенію, 


а) АВ.АР--АВ'.АР.. 


Проведень прямна В" я РР. ЙИзь а) внтекаєть, что 
точки 8, В", Р и Р' лежать на одной окружности. Східова- 
тельно, 


8) / АВВ'є« / РР'А и 1) / АВ'В- / АРР. 


Получениня равенства доказквають сльдующія 2 теореми: 

Теорема ТІ. Если пара (АР. ВО) вращаєтся вокругь 
точки приложенія А одной слагающей АР, причемь точка при- 
ложенія 3 другой описнваєть прямую ВВ", то конець Р пер- 
вой сзагающей описиваєть дугу окружности РР'А. та дуга 
вивщаєть уголь, равний / АВВ". 

Теорема РП. Если пара (АР, ВО) вращавтся вокругь 
точка приложенія А одной слагающей АР, причемь точка при- 
оженія В другой описнваєть кругь АВВ', то конець Р пер- 


а зн зна о 





") Вни. І, глава ШІ, 
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вой слагающей описнваєть прамую РР'. дта прямая образуєть 
сь РА уголь, равний / АВ'В. | 

Цримьчані. Пряная В" первой изь отих творем'ь пер- 
пендикуларні, в діаметру круга РР'Д, проходащему чрезь А"). 
Точно тоже нибеть м'сто во второй теоремі: прямая РР' пер- 
пендикулярна кь діаметру круга АВ", проходящему чрез 4"). 

Пользуясь зтимь замічанівм», мн легко сможеюмь превра- 
тить данную пару (АР, 80) вь другую, єй зквивалентную. 
Пусть М.А МУ--прямая, на которой доджна лежать вторая пара. 
Дана слагающая АР' послідней, нужно найти второй конець 
В" вя нлеча. Для зтого проводимь кругь чрезь 4, Р я Р". 
Прямая ВД", перпендикулярная кь діаметру, проходащему чрез» 
А, встрьтимь М.У вь ксокомой точкіб. Коля дана точка й" й 
нужно найти конець Ф" слагающей новой парн, то проводимь 
кругь чрезь 4, В к Б". Прявая РР', перпендикуларная кз 
діаметру, проходящему чрезь А, ветрвтить МЛМ вь искомой 
точкф. 

Творена УТІ есть слідствів слфдующей: 

Теорема РІЇ. Если пара (АР, ВО) вращавтся вокругь 
точки приложенія А одной своей слагающей АР, причем» точка 
приложенія В второй опнснваєть кругь 0, не проходящій чрезь 
А, то конець Р первой слагающей описнвавть кругь а Центри 
круговь а и 3 лежать на одной прямой сь точкой А"). 

Вь посябднихь трехь творемахь, очевицно, подразум'і- 
ваєтся, что шара, перемвщаясь и изивняя длину плеча и вели- 
чину слагающихь сил», остаєтся вквивалентной самой себ'. 

ПосяВвдняя теорема даеєть боліе общее преобразованів одной 
ларн в» другую, ей зквивалентную; но мн на 9том»ь обтанавли- 
ваться не будем». 

ІІ. Динейная система сил». В» четвертой глав'в пер- 
ваго ввпуска" ) ми изслідовали систему векторов»ь, лежащихь 


р 


") Ср. Приложенів П к»ь первому вьшпуску. 
"") Ср. Вип. І, стр. 15--22. 
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на прямой; сяВдовательно, свойства лянейной системн сил», 
приложенинхь кь точкамь подобно-пзибняємой системн, вам» 
нзвбстим. Здісь ин дадимь йнов язложенів етихь свойств", 
основаннов на геометрическомь изображеній момента парн. 
Накь придется разсматривать треугольники, инібющіє 0б- 
щую вершину 0. Пусть ОДБ одинь такой треугольпикь. Усло- 
вимся, вивсті сь Мобіусокь "), считать положительной площадь 


отого треугольника, если направленів ОДВ совпадаєть сь на- 
правленівм» двяженія часовой стрілки. --отрицательной в'ь про- 
тивном'ь случай. 

Пусть теперь 40--сила, С--какая-нибудь точка прямой 
АВ (ч. 4). Приложимь вь С вдоль прямой АЙ дві равнняа 
и прамо-противоположння сялк СР' я СВ", общая величина 
которихь равна 446. Введенная бовокупность азквивалентна 
нулю; слідовательно, вивсто сили АВ, ин получили аеквива- 
іентную ей совокупность пари (С5", АВ) и сили СВ". Итак» 
перенось силь, АВ вв какую-нибудь точку С трямой., содер- 
жащей силу, сопровождаєтся появаєнтіема парь ( ВС"",4В). 
Мошенть послїдней назовемь растяжевівиь сили АВ в точкв 
С. Сказаннов даєть намь теорему: 

Теорема ЇХ. Растяженів сили 4/3) вь какой-нибудь точкі 
С вв прямой представляєтся парой, имфющей плечо АС. а од 
вой изь слагающихь силу АВ. 

Сатьдствіе. Растяженія сили АВ в» точкахь С вя пря- 
мой пропорціональнни разстояніямь АС. 

Творена ЇХ и сябВдствіє лишь по форм'в отлячаются оть 
тборекк У перваговнпуска. 

ПЦриміьчаніс. Коли направленія АВ в АС совпадають, 
то вь точкв С, виїфсто растяженія, получимь сжатів (ч. 4). 
Ми будень назнвать зто сжатів отрицательнимь растяженівигь, 
Моженть сжатія сил АВ вь С есть произведенів З АС.АВ. 
Зтоть Моженть можно геожетрически представить слідующимь 





") Морійв. Їебгрись дег 5іайнК. І. ТЬ. 8. 51. 
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образомь. ШПовернемь отрізокь АВ ка прямой уголь в єто- 
року движенія часовой стрілки (ч. 4 и 4а). Пусть новов его 
положенів будеть АЙ". На основанінй сдіфлапнаго внше условія 
номенть растяженія вь (С представляєтся по величині и знаку 
удвоєнной площадью треугольника 0458". 

Пусть теперь 48. СР, ЕК... линейная система силь, 
дьйствующихь вдоль прямой т)О--какая-нибудь точка послбд- 
ней. Первнесемь веб силь биствин в» О. Вісли для краткости 
обозначинь 04, ОС. ОБЕ..... чрезь а, 1, в,.., То, по пре 
дидущему, 


148-087 (АВ ія), ІВРЕ-ТОР'НСО), ЕР 


--ІОР'Т-Н( ЕВ, є),.... 
откуда 
1) МАВЕС-ХОВ'У-ЬХ АВ, а). 


Силн ОВ'., вриложенння кь одной и той же точкв 0, 
можно сложить. Такь как» оти сили діфйствують вдоль прямой 
а, ТО зквивалентная ймь ОД дВйствуєть на О вдоль той же 
прямой и иміеть величину, равную адлгебрической сумі вели- 
чинь силь ОД'. Итакь 


2) ЗОВ'"-ЧОВ) и Х0В'якОВ. 


Зайнемся теперь сумиой Х(АВ,а). Проведемь какую-ни- 
будь плоскость чрезь прямую тп и вт отой плоскости повернемф 
каждую силу системн вокругь точки ея приложенія на прамой 
угодль вь сторону движенія часовой стрілки (черт. 5). Коли 


АВ", СР", ЕР".....-- новня положевія силь АВ, СД... 
систеин, М,--моменть растяженія систем силь вв 0, то, по 
предьдущену, . 

М ЗОВ" 


Ра 
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Пусть теперь 0'--другая точка прямой тп, М,,--моменть 
растяженія вь 0", О"В" -- равподійствующая силь системн, 
перенесеннихь вь 0". Тогда 


Що У0АВ" я ОВедв. 


Но очевидно, 
О'АВ"'яОДВ"-О'ОВ"; 

сіВдовательно, 
3) Мо-- М, 


що І "то. 
5 ее 50'ОВ"". 





Повернень сих 00", ОД'...., вифстів сь ихь равнодЬй- 
ствующей ОД. вокругь О ва прямой уголь в» сторону движе- 
нія часовой стрілки. Пусть ОВ". Ор"... ОБВ''--новня по- 
ложенія зтихь силь. Очевидно, 


о'Ов'--о'ОВ'"" и З0'ОВ''як 50'ОВ""", 
откуда 
7 "В 
п УСОВИ, 





Треугольники О'ОВ"" нифють общее основанів 0'О; вц- 
ботами яхь служать прямня ОВ", ОД""',.. В силу равен- 
ства длянь ОВ" и ОБ", ин на основаній второй йзь фор- 
нуль 2) заключавит: 


1) Між М-РЗ0/0В", 


Положим теперь, что точка 0" переивщаєтся по прямой пп. 
Вь правой части формули 4) члень М, есть величина постоян- 
ная, представляющая растаженів вь точкв 0. Второй члепь 
2О0"Р"' той же части нзийняєтся пропорціонально разстоянію 
00", Зтоть члень обращьєтся вь нуль, когда 0" совпадаєть 
сь 0, и нбняєть знакь при переходів 0" чрезь 0, Отсюда мн 
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заключавиь, что, если равнодЬйствующая О'Й не равна нулю, 
то на прямой тю находится такая точка О"'. в которой растя- 
женів систенн силь равно нулю. Зту точку мн назвали!) 
центральной точкой. Очевидно. что, всля 0" --- центральная 
точка, то линейная система силь зквивалентна одной силі, О'Б". 
Пентральнпая точка опредфлявтся изв условія: 


М, 200'В" шо 


Но 
З00"В''щ- 3 00'.ОВ' щі О0".К, 
откуда 
и М, 
О0'я- ф--9, 
5) ї Ор 


Допустим», что 0--центральная точки. Тогда формула 4) 
приметь вид»: 


6) Між 200'В"' се а О0"ОВ 


т. 6. М изміьняєтся пропорціонально растяженію точки О" 
оті центральной точки. 

Если равнодійствующая ОЙ равна нулю, то формула 4) 
даєть: 

М 09 
. 

т. е. вь разсматриваємомь случай во всбхь точкахь прямой т 
растяженів системн одинаковн. 

Мн получили такимь образомь основа вс свойства ликей- 
Ной системі сил». 


) Вип. І, стр. 18--22. 
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ГЛАВА ПІ. 


бложеніе силь, направленія которьхь пересбкаются. Сло- 

женіе параллельнькь силь. Пара Пуансо. Пара вращенія. 

Сложенів парь вращенія. Вращенія и растяженія силь вь 
различньхь точкахь пространства, 


І. Сложенів пересвкающихся и паралельних силь. Пара 
Цуакоо. | 

Теорема Х'"). Равнодбйствующая ДК двухь силь АВ 
я СД, направленія которнхь пересфкнются вь 0, представ- 
зяєтся по величині и направленію геометрической суммой ли- 
вій 48 я СОР. Направленів равкнодійствующей проходить 
чрезь 0, а точка ея приложенія ХЕ лежить на окружности ОАС. 

Доказательство. ШПусть АВ я СР--освлн, 0 -- общая 
точка йихь прямнхь (ч. 6). Перенесемь силн вь 0. Пусть ОБ" 
в 0Г'--новня подоженія силь, ОВ" ж ОР'"-- силь, соствіт- 
ственно равиня и прямо-противоположння силамь АВ и СД, 
образующія ст послідники дві пари (АВ, ОВ") и (СВОГО) 
--растаженія даннихь силь вь 0. Тогда 


А81-ІСрРЕНОВ'-НГОР'1-К( АВ, 08")-(СЮ, Ор, 


Сизн ОБ" я ОФ»', приложенння кь одной и той же точкі 
кожно сложить по правилу параллелограмма. Коли ОБ---діа- 
говаль послвдняго, внходящая изь 0, то 


1) (АВ)УНІСРЕНОВУ (АВ, 08")-К(СрОр?. 


Проведеюь кругь чрезь точки 4, С я 0. На дівнетрь 
00! посж'іднато опустимь перпендикуляри Б" и Р" и при- 
лень 00" за общее плечо двухь парз, причемь Об --- слатаю- 


7) Мобрійв., Геврграсі Йег 5івіік. 5 934. 
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щая первой изь нихь, 04 -- слагающаяє второй. Тогда, по тео- 
ремв УЇІ (прим.), 


(АВ.0В" (0007), (Ср ор (04007); 
сл'Ввдовательно, 
ГА В1-НІСДЕ-ГОВ1-К( 056007) -К 0400" ОВ") 
-Ь(0Б-к04,009), 


по теоремв ГУ. Откладнвая на О0" отрізокь есе Об, позу- 
лучимь окончательно: 


2) ГАВ)-НІСрР-ТОВУ-К (Ов, 007). 


Пусть теперь ОЇ' -- отрізокь, равний и прамо-противо- 
положньий линій ОБ', Е-- вторая точка встрічи послідней ст 
окружностью АСО. Дивія ОБ", очевидно, есть гвометрическая 
сумма линій ОБ" и ОФ'"; сафдовательно, проекція ОЕ" на 00"! 
равна, по изв'івстной творем'в, сумиф проекцій на ту же прямую 
линій ОБ" и ОР", т. в., по предндущену, равна Ое. Отсюда 
нн заключаєнь, что уголь / Р'є0--пряной, Принимая ОХ за 
плвчо парн, благающими которой служать ОР" и ЕК, нахо- 
дивь, какр и внше: 


(06,00 --(ОЕ, ЕЕ). 
Слбдовательно, виївсто 2), получим»ь 


А81-Н1СДегОВ7-Н(ОГ Ева ГОВ'1-КГОЕ"'7-Н ЕВЕТЕВ), 


такь как» равнья и прямо-противоположнна сили ОВ'иОЕ, 
приложенння кь одной и той же точк5 0. взавино-уничтожа- 
Ются. 

Полученнов равенство доказнваєть теорему. 


Сльдстете. Точка приложенія равнодійствующей ЕД ді- 
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пть дугу АС так», что хорди АЕ и ЕС обратно пропорціо- 
нальні велячинамь слагающихь сить. 


Доказательство. В» саможмь ділі, 


ДЕ заАОБ 
ЕС. за ОС (ч. 6) 





Но параллелограниь ОВ'Б'ЮД", вь которокь 


ОВ'нАВ и ОФ'е- СЮ, 


даєть: 
зпАОЕ Ор' СР, 
з ОС  ОВ' АВ 
сіВдовательно, 
АЕ Ср 
очно 0. Е. Д. 
ЕС АВ . р 


Творема ХІ. Кози двв сили АВи СР, каправленія ко- 
торніь пересвкаются, повернутся вь плоскости (АВ, СІ) во- 
кругь своих» точекь приложеній вв одну и ту же сторону на 
одинь и тоть же уголь а, не изивняя свонхь величин», то 
нхь равнодЬЙствующая дповернется в» той же плоскости, не 
нзибняя своей величинн., вь ту же сторону и на тоть же 
ПОГ а. 

Доказательство. Пусть АВ, СД--онан, направленія ко- 
торюхь пересфкаются вь 0,ЄВ--ихь равнодВвіствующая (ч. 7), 
Коля АВ", СР", Е'К'--новня положенія силь, 0'--точка их 
Пересфченія, то, по предположенію, 


й / ВАВ'є« / БАР). 
у 


/ ВАВ'є« / 040! я / АР'че / 0СО), 


стВдовательно, 
/ ОАб'яа / 0001, 


Т. ХІІ. Закае, Мат. Отд. 8 
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т. 6., точки А,С,О в О" зежать не одной окружности, откуда 
/ 40С / АО'С. 


Отсюда и изь того, что величини силь не изийвнялись, 
и заключаємь, что величина новой равнодійствующей ВЕБ" 
равна величинь ЕБ. Дахіе сила Е'Б"' должна пройтя чрезь 
точку 0", причень начало Й" лежить на АС такь, что 


АБ С СР Ав 
ЕС АВ' АВ СЕ: 


по сліьдствію предндущей творемн. Йзь послїбдняго равенства 
хи заключавиз, что Й" совпадаєть сь Й. Затімь йзь чертежа 
получавн» : 


/ ВЕВ'яз / ОБ'ча / ОАО'яз / 000). 


"Йтакь равнодВвйствующаа ЙБ/, дійствительно, поверну- 
лась, не изийняя своєй величинн., вокругь своей точки прило- 
женія вь одну и ту же сторону сь слагающими на одинь уголь 
сь ПОСАВДНИМИ. 

Примтьчанає. Дюбопнтно, что ота теорема имбеть своє 
толкованіє вь астатикв плоской неизиїбняємой систем"). За- 
кічу вообще, что веб результати нашихь язслВдованій когуть 
бить приложенн кь астатикі твердаго тіла. 

Теоремя ХІЇ. Равнодійствующая ЕВ двухь параллєль- 
них» силь АВ и СІ параллєльна слагающамь й приложена 
вь точкв Й прямой АС. Если АВ и СР направленн в» одну 
сторону, то ЄК каправлена вь туже сторону, величина єя 
равна сумиВ величянь слагающихь, а точка Й лежить между 


А и С такь, что 
АЕ Ср 
ЕС АВ: 





") Ср. МбЬійв, Їос. сів, 5 115. 
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Если АВ к СР направленни вь противоположння сто- 
рон, то сила ЄК направлена вь сторону большей сихн, ве- 
личина е8 равка разности величинь благающихь, причемь 
точка Є лежить на продозженій отрізка АС, ближе кь боль- 
шей сил, такт, что 


АЕ Ср 
ЕС АВ: 


Ота теорема єсть сябдетвів творемн Х."). 

Вь случав равинхь, параллельнихь й противо-положнихь 
сяль АВи СР равнодійствующая ЕК равна нулю, а точка Є 
лежить вь безконечности. Йтакь совокупность двудь равньшз 
и параллельньо сцаб, не лежащить на одной трямой и 
циьющуиєь протцво-положнья чаправленія, не можеть бить 
замьнена одной силой. Такую совокупность, какь и в» пер- 
вокь випусків, я назову парой Пуансо. 

П. Сложеніє пара вращенія. Цусть АВ и СР -- дві 
силв. равнна, ларахлельння и прамо-противоположиня, причемь 
прямая АС перпендикулярна кь общему направленію сяль АВ 
и СО. дту частную форму парн Пуансо я казову парой ера- 
щенія. Похжнов опредіфленів я теорія отяхь парь данн вь шес- 
той главі перваго випуска""). Такт, разстоявів АСе-а есть 
плечо пари, пронзведенів АС АВ--хмоненть пари. Кром'і того, 
тамроже било показано, как» опреділаєтся сторона вращенія 
парю. Пару вращенія будем'ь обозначать сикволомь ((Х. а)). 
Изь теоремь указанной главн отифтимь лишь схбдующія: 

Теорема ХПІ. Пара Пуансо, общая величина слагающихь 
которой єсть Х, а разстоянів посхіднихь равно а, зквива- 
лентна совокупностя парк вращекнія ((Х. а)) и пари растяже- 
вія 2(Х,а), гдб а -- ортогональная проекція ка 9бщее на- 


7) Ср. Вип, І; стр. 24--9б. 
"?) Вими. І, стр. 26--37. 
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правленів благающихь пари Пуансо разстоянія ихь началь. 
дта творема сводить язученів пари Пуансо кь изученію парні 
вращенія. 

Теорема ХІТ. Дві парь вращенія зквивалентни, сли 
ихь моменти геометрически равин. 

Теорема ХУ. Совокупность двухь парь вращенія зквива- 
хентна одной парі вращенія, моменть которой есть геометри- 
ческая сумна моментовь складнваєннхь пар». 

Наконецр, если С, С... -- моменти данннхь парь, 
(а,» Ві» ча (дах Ва» 1а)» -- -г вн угловь, образувмнхь сь 
осями прямо-угольннхь координать 2, у, 2 прямняй С С...» 
(С1, СУ, СТ),..--слатающія по осякь послїднихь, то 





Пусть Є. б, и С, а, 0, с-- благающів по осям я с8'н 
угловь сь послідними момента С равнодійствующей парн, то 


С .теХС а, Су З ЄВ СХ С І. 


Зти формули содержать вою теорію парь вращенія. 


ПІ. Вращенія ш растяженія силь. парь растяженія и 
парь, вращенія в5 различньха точкахь пространства.  Шре- 
дндущія изслідованія привели нась кь новому сочетанію двух 
силь, кь парів вращенія. Снха, пара растяженія и пара вра- 
щенія --- воть три злемента, кь которниь, какь мн увидимь 
дальше, приводится всякая система силь, дЕйствующихь на 
точки подобно-изийнввной систехн. Докажемь теперь, что зти 
олементи не приводиик другь кь другу, прячень замітимь 
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разь на всегда, что система точекь, кь которой относятся 
наши изслідованія свободна. 

. Прежде всего, очевидно, что сила Р, приложенная ко 
точкь 0, только тоіда 9кбивалентна нулю, если величина 
силь равна нулю. 


Итакь, если 
Ро, 


Ро-о. 


Пусть теперь Р, п (),--дв'в зквивалептння силн, прило- 
женния кь одной и той же точкв 0. По предположенію, 


- 1) РукО, 


Разложинь Р, по правилу параллелогромна ка дв свль 
о и Р, язь которихь первал совпадаєть сь (), по величині 
и направленію, Тогда 


дз от 0, У 


нас и Р'шхо, 


откуда 


ка основаній шпредндущаго. Отсюда ми заключаєм», что доть 
силь, приложеннья ко одной ц той же точкь, только 
тода зквивалентнь, если величинь цщ направлентя сцаз 
одинакови. 


Разомотримь теперь зквиваленцію: 
Р, -(48.СФУ-о 


Пару! растаженія (АВ, СІ) кожно занвтить еквивалент- 
Ной царой, слагающая которой биля-би равян по величині 
силь Р,. Пусть вто ковся пара будеть (аб, са). Перенесем» 
поствднюю такь, чтоби точка придоженія а ея слагающей аф 
совпала сь 0, а сама слагающая аф оказалась пражо-противо- 
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ь 
положной силь Р,. "Тогда напясенная вне зквиваленція об- 
ратиття вь слідующую 


Р, -реф-ред--о, 


Но совокупность сяль Р, и аф, приложеннихь кь одной 
и той же точкв О, нибющихь равння величини и прямо-проти- 
воположння направленія, вквивалентна нулю; слідовательно, 


СР--о я СД--о. 
Йтакь зквиваленція: 
Р, -(АВ,СДО)- о, 
влечеть за собой смьдующля дет: 


Ро, (АВ,СРУ--о. 


Отсюда мн заключавжь, что сила Р, ш пара (АВ, СО) 
не мошцуть бьть зквицвалентнь. В'ь самомь діяв, если 


(АВ, Ср) -Р,, 


то, введя силу Р), раввую по величині и прямо- противополож- 


ную силі Р, получииг: 


(АВ, СР) Ро «РР о, 
что на обнованій предндущато даєть: 


Р'яз Резо, (АВ,СР) 2-9. 


Мн виділи вне, что пара Пуансо не можеть бить за- 
ибнена одной силой. Такь какь пара вращенія есть лишь част- 
ная форма парн ЦШуансо, то, сябдователько, тара вращенія 
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(СХ. а)) ча сила Р, не моруть бьть зквивалентнь друзь другу. 
Отеюда, какь и ваше, заключаємь, что зквиваленція : 


Р, (СХ, ант, 

Р.тто, (СХа)-ю. 
Нам» оставтся разсмотрівть оквиваленцію: 

(Ха)-н(ОГруу сь 


Ота зквиваленція не возможна, если моменти оббихь парь 
не равнь отдільно нулю. Вь самомь ділі, совокушность ( Ха) 
п ((У.р)) зквивалентна, по теорем ХІПІ, парів Пуансо, которая 
не зквивалентна нулю. Йтакь Зкецвалениля: 


(Х.а)-((7,5))--0, 
(хуа)--о, (ОРфУо 


влечета за собой: 


взечето за собой ; 


Разсистричь наконець зквиваленцію: 
Р, (Ха) ((Гд))єно, 


Совокупность Р, я (Х,а) еквивалентна сить Р. перене- 
сенной вь нЕкоторую точку О" прямой, вдоль которой дійству- 
єть сила Р, Йтаєь 


Ра (Ха) єєРу; 

слвдовательно, вийсто предидущей оквиваленцій, получим»: 
Рок ((026))є-ю. 

Откуда на основаній только что сказаннаго получим»: 


Рує-о, ((ГРУ) ою, 
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- Слбдовательно, 


Р, Х а) -оо, 


откуда . 
Ру-о, (Х.,а)--0. 


Йтакь 9квивалениля : 
Р, (Ха) (То, 
Ро, (Х а)--о и ((7Ь)) --0, 


даєть: 


Отсюда, очевидно, витекавть, что зквиваленція : 


Р, Ха) НОР) євРОХ а") (ОЇ 9) 
взечеть за собой: 


Роєє Р, (Ха) (Ха) и (02.6) )--((77.5')). 


Пусть теперь Р.-- сила, О-- какал-нибудь точка пространства 
(ч. 8). Опустимь изь О перпендикулярь Оа на паправленів 
сили й перенесемь посліднюю в» а. Тогда 


Р.еєр, К(Р,, 44). 


Проведемь чрезь О прямую, параллельную ад, и приложимь 
вдоль нея дві равння и прямо-противоположння сили Р.в 1, 
общая величина которихть равна величині сялн Р. Тогда 


а) Р аеРОН(Р., да)-К(СР, Од)). 


Сила Ру есть сила Р,, перенесенная парахлельно самой себі 
вь О. Ми видикь, что такой перенось сили Р, даєть парн 
(Р,, Ла) к ((Р,, Оа)). Можентн П, я М, послбднихь ниїють 
осярдующія вираженія: 


8) Поте Р.Ра, М, - Р. Ла, 


причень моменть М, перпендикулярень кь цлоскости (0, Р.,), 
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Вишеупоманутьй перенось сили Р, взь точку О назовень при- 
веденівмь силн кь О. Точка О есть начало приведенія, сила 
Ро пари (Р, Аа) и ((Р,, Оа)) - злежентн посліднаго, при- 
чень шоменти посхідних»ь назовемь растяженівмь и вращенівм 
сли А, вь точкв О. Назовемь пхлоскость перпендикулярную 
кь направленію снян Р, вь А, центральной пхоскостью сили. 
Формулами а) я 8) доказкваєтся слідую"цая теорема: 

Теорема ХІІ. Приведенів силн Р, кь точкв О даєть 
три злемента: силу Ро, пару растяженія (П,) и пару враще- 
нія ((М.)). Сила Р; есть сила Р,, перенесенная параллельно 
сахой себв вь 0. Растаженів П, пропорціонально разстоянію 
начала О оть центральной плоскостяа сади Р, и міняєть знак» 
при переході точки О сь одной сторонн плобкости на другую. 
Пращенів ДМ, пропорціонально разстоянію начала О оть пра- 
лой, содержащей силу. Моменть М, перпендикулярень кб 
плоскости (0, Р.). 

Саьдствів І. Во вевхь точкахь плоскости, параллельной 
центральной шплоскости, сила Р, визвваєть одинаковня растя- 
жевія. В» точкахь дцентральной шплоскости ото растяженів 
равно нухю. 

Саьдствіє ТІ. Во всвхь точкахь прямой, параллельной 
направленію сили Р,, послідная внзнваєть одинаковня вра- 
щенія. В» точкахь прямой, содержащей силу, зто вращенів 
равно нулю. | 

Назовемь лучемь прямую, перпендякулярную кь моментам 
вращеній вебхь євойхь точект. 

Теорема ХР. Всякая прямая, встрвчающая прямую, 
вдоль которой діійствуєть сила Р, есть луч». 

Вь самомь ділі, моменть вращенія вь О перпендикула- 
рень кь плоскости (0, Р) и, сяВдовательно, перпендикулярень 
кь прямой, проходящей чрезь О и встрічающей Р. 

Шусть теперь (Р,, Рь)--пара растаженія, По опреділенію, 


(Р, Рьзєєфа "п Ре. 
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Приведя каждую изь схагающихь кь какой-нибудь точкі 
0, цолучимь: 


РуяаРІЗН(ПО-НКОМІ);| Роза Р'ЗН(П")чн(СМ")), 


тд снмвохн (П,) к (СМ))) обозначають парк растякенія и 
вращенія соотв'втетвенно. Отсюда находни»: 


Ру Ре (РА Руна РР (0О)чк (ПО СОМО)) 4 (СМУ)) 
ЙЛИ 
РІЗЬ РІЗЬ (П9К(ПУ)--(Р,, Р.) (ОМ) (МУ сао, 
Примійняя кь отой зквиваленцій сказанноє више, получимь: 
Різ ізо о, Мо Мо, (ПН (ПИ УА (Р, Ру). 


Втораа низь 9тихь формуль показнваєть, что пара растя- 
жженія вовсе ме вьізьваєть вращенія 65 какой-нибудь точкт 
пространства. Форжулу третью можно формулировать слідую- 
щимь образомь: пара растяженія вьзмваєта во всякой точкть 
пространства одинаковоє растяженяів, момента которало ра- 
вена моменту тари. 

Очевидно, зто лишь вная формулировка теореми І. Точно 
также мн докажемь, что пара вращенія не вьзьаєть растя- 
женія ваз какой-нибудь точкь пространства, а лищь вра- 
щенієв, моменть котораїю авометрически одинаковь са момен- 
тома приводимой пари. . 

Пусть теперь С--система силь Б, Р... Р,. Проведень 
каждую силу кь какой-нибудь точкв О. Тогда, по преднду- 
щему, получим»ь: 


Ру НО) (ОМ), 2 - РР? (ПО) (М7)), 


откуда 
Са ХР, з ЗРОЗ(П') (МО). 
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Совокупность силь РО, приложеннихь кь одной й той-же 
тчкв О, можеть бить зажбчена одной силой Б, пряложенной 
кь той-же точкі. Равнодбійствующая /?, вналитически опреді- 
метоя форнулажи А) зтой главн. Геометрически величина я 
направленів Д, даєтся занмнкающей многоугольника, сторонн 
которато геометрически равин силашь системи С"). бовокуп- 
ность парь растяженій (ПО?) вквивалентна, какь мн виділи, 
одной парів (П,), воменть которой П, єсть алгебрическая сумна 
спатающихь моментовь П. Наконець Х((МІ?)) можеть бить 
заквнека юдной парой вращекія ((М.)). Моменть послвдней 
Й, аналятически опредбляєтся формулами Б) кастоящей главн. 
Геонетрически он опредбляєтся, какь заинкающая мшногоуголь- 
ника, сторони котораго геометрически равни благающимь мо: 
понтамь МО, 

На основаній всего сказаннаго получаєм»: 


сен ву (ПН СМ,)). 


Такую заміну системи С силой, парой растяженія и па- 
рой вращенія назовемь приведенівиь систвин С кь точкі 0. 
Послідная-- есть начало пряведенія, Б, (П.) и ((М..))--вл6- 
лентн послВбдняго, ШПоложимь, что дани дві оквивалентння 
систем силь Є и С". Цриведемь каждую изь нихь кь какой- 
нибудь точкв О. Боли 5, (П,) и ((М,)), 5, (5) я ((М0))-- 
соотвітствующіє злементь приведенія., то 


Сен (ПО)ЧНОМ), Св ( ПУ) -НООМО)). 
Но, по предположенію, 
С 
саФдовательно , і 


Ву) (Сун ВанН(ПО)-Н(СМУ). 


7) Вная. І, стр. 9, глава І, 
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Послідняя зквиваленція влечеть за собой, по предидущему. 
слВдующія: 


Ву, (ППО), (ОМ) СМ), 
что даєть нажь теорему: 


Теорема ХРІ. Дві езквивалентиня системи биль ниб- 
ють одинаковно злементн приведенія во всякомь началі при- 
воденія. 

Саьдствієс. Дві сяли Р, и 0, зквивалентни лишь в» 
томь случаф, если он приложенн кь одпой и той же точкі, 
прачень сили должни бнть геометрически равнн. 

. Для доказательства приведемт силу О кв точків А. Пусть 
0, (П,) я (СМ.))--елементи приведенія. Тогда 


двеєнР ен Е(П,)-Н(СМ,)), 
откуда, по предндущему, схвдуєть: 
Рус; (ПП )єєо,, (М) --ю, 


Первая изр втихь формузь показнваєть, что син Р, и 
(0, одинаковн по величині и направлекію. 
| Изь второй, вь силу В), внтекаєть, что центральння 
плоскости силь Р, и (0, совпадають. Наконець посхідная, 
вь силу тівхь-же формуль 3), доказнваєть совладеніє прямнхь, 
вдоль которнихь дбійствують сяян Р, й (0. 0. Е. Б. 

Пусть С --- система силь, азквивалентная совокупности 
систень С, Саоо«Суу Т-во, 


с--ХС.. 


Пусть БО, (ПО) и (ОМ) -- елементи приведенія кт 
точкв О- слагающей системи С. В, (П.,) и ((М,)) --олементн 
приведенія кь той же точкв равнодВйствующей системн С. 
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Предьюдущая еквиваленція перейдеть вь слвдующую: 
В ЦП, НОМ, є ЗХ ПО) 2 0М92)). 


Окладнвая сихн БО? вь одну Бо, парн растяженія (ПП) 
вв одну (По) и пари вращенія ((М02)) вь одну ((М.)), найденз: 


В, (Щ)-НОМ еВ (ЩО) -НООМО)), 


сткуда, какь й внше, 


вві, (п (0О) я (ОМД)-- (МД). 


Занбтиюь, что сила Бо есть геометрическая сумма силь 
Б!, моменть По есть злгебрическая, а моженть М. -- геоне- 
трическая сумка моментовь ЩО, Посліьдними формулами дока- 
знвавтся слВдующая теорема: 

Теорема ХІХ. Моменть растаженія вь точкв О равно- | 
дійствующей систеин С равень алгебряческой суми момен- 
товь растяженія вь О слагающихь системь СО. Моменть вра- 
щенія в» О системи Є равень геометрической суми момек- 
товь вращенія вь той же точкв О слагающихь системь (39. 

Одти дві теореин чрезвичайно важни для послфдующатго. 


ГЛАВА ТУ. 


Плосная система силь. Система силь, лежащихь вь про- 
странствіь. Винть. 


Перейдень кь прихоженіяхь теорем предидущей главн. 
Но предварятельно разсжотримг частинй случай сложенія сили 
и парн вращенія. 

Теорема ХХ. Совокупность сили Р, и парк мвращенія 
(СМУу), коженть которой дерпендакулярень кт направленію 
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силь, всегда зквивалентна одной силь Р. бяян Р, я Ро, гео- 
кетрически равин, причемь шлоскость (Р, Ро,) перпендикулярна 
кь моженту М, а прямая ОО" перпендикулярна кь общему ка. 
правленію силь. Р, и Ро,. 

Доказательство. Пусть Р, и ((М,)) -- даниня сила и 
пара вращенія, моменть которой М перпендякулярен- кь направ- 
ленію сили Р,. Проведем»ь чрезь посліднюю плоскость а, пер- 
пендикулярную кь прамой М. Плоскость а паражхельна, по 
предположенію, плоскости, в которой лежить пара (М, ). Пере- 
несень посліднюю но а к здіфсь зам'кимь з9квивалентной па- 
рой (Ра, Ра), слагающія которой имбїбють одинаковую величину 
сь силой Р,. Слідовательно, по творемв ХГУ, 


Р.АВ-е М. 


Новую пару ((Р,, Р,)) повернень вт плоскости а, не 
изивняя длинн плеча 40 и величини слагающихт», так», чтобн 
точка прихоженія слагающей Р, совпала сь О. а сажа 6сла- 
гающая оказалась прамопротивоположной силі Р,. Тогда 


Р К(СМ) Р, (Ру, Ре) ЕР РА Т»х 
причем», такь какь ОА равно нулю, то 
АВ-- ОВ. 


Но равння и пряжопротивоположння сили Р, я Р, пра- 
ложенн теперь кт» одной и той же точкіВ; слідовательно, 


Р, РРето и Р-Н(ОМ,))є Р», 


причень О/3 перпендикулярно кь Р. 0. Е. Р. 
Примтчані. Разстояніс ОЇ равнодійствующей силь 
оть Р. даєтся формулой: 


ОВ ша АВ-- М 


Р є 
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Сльдствіе.  Совокупность пари Пуанео и сили Р, па- 
разлехьной плоскости парн, аквивалентна бив Р., перекесен- 
ной параллельно самой себЬ вь плоскости, параллельной плос- 
кости парн. 

Доказательство. По творекв ГУ, пару Пуансо, хежащую 
вь плоскости а, можно замінить совокупностью царв вращенія 
(М), плоскость которой параллельна а, и парн растяженія (ПП). 
Но, по предположенію, плоскость а паражлельна Р, слх'вдова- 
тельно, моменть М перпендикуларень кь Р,. Откуда, на обно- 
вавій доказанной теоремн, 


Р, | (СМ)єРа 


тав сила Р, геометрически равна сялі Р, причемь плоскость 
(Ро, Р.) параллельна а. Слідовательно, 


Р, ((М))-К(Щ нє, (ПТ є Ру , 
тд Рорг-онла, дБйствующая вдоль прямой Р,. 0. Є. Р. 


І Паоская система силь. Шусть С -- плоская система 
сить Р., Р...- Р,, приложеннихь кь точкамь 1, 2... т. 
Дія приведенія отой системи кь простфйшему виду закВтимь 
сібдующеве. Дві5 сили Р. и Р, системи лежать вь одной плос- 
кости; елвдовательно, их можно сложить, причемь результа- 
Тов сложенія будеть, одна сила ли пара Шуансо, которая в» 
частяомь случав можеть обратиться вв шару вращенія или 
пару растяженія, Наконець, єсли сили Р. и Р, приложенн кь 
ної и той же точев, причемь силь оти равни я прямопротиво- 
положнн, то совокупность вх» зквивалентиа нухю. Основнваясь 
кв втоюь зам'ічаній, сложииь силь Р, и Р, вв одну К,. сли, 
вибсто В, получимь пару Пуансо или ва частице види, то, 
по схбдетвію доказанной только что теорекмн, вибїсто совокуцп- 
сти парн Пуансо и сили Р,, получимь одну склу Б. Про- 
доїжая точно также, пока не нсчерпаєюь вебхь силь системн, 
дн, очевидно, приведень сястену С или кь одной сих /.,, 
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или кь парів Цуансо. В» частномь случаї, послідняя можеть 
оказаться парой вращекія, парой растяженія или даже 9квива- 
їентной нуаю, если точки приложеній вя слагающихь совпа- 
дуть вт одну. 


Захітимь, что приведенів систекн (7 не зависить оФть 
порядка, вь которомь складнвались силь систем. 9то пряшо 
внтекаєть из» результатовь предндущей главні. 


Разберем теперь отдільно указаннне частине случан. 


А. Случай, кода систена зквивалентна одной силь В, 
Назовемь точку О центральной точкой систеин С. Величика 
сили ЛП, даєтся гвометрической суммой силь Р. 9то схВдуєть 
из» доказательства теореми ХІХ. Прилагая кь разсматриває- 
мому случаю зту теорему. а также теорему ХУТ, получаєми»: 


Теорема ХХІ, Если геометрическая сумжа силь плоской 
систеин не равна нулю, то система зеквивалентна одной сихі 
К,, приложенной кь центральной точк систеин. Вт втом»ь 
случав, растяженія системн одинакови во всвхт» точкахь пря- 
МОЙ у, лежащей вв плоскости сястемн и перпендякуларной кь 
сахв Е,. Растяженія системи равни нулю в» точкахь прамой 
Ус Пересіченія лаоскости системн сь центральной плоскостью 
син Б,. Вращенія системи одинаковни во вебхь точкахь пря- 
МОЙ ц, лежащей в» плоскости систем и параллельной сихі 
В, Здтя вращенія равнь нулю вь точкахь прямой р,, ВДОЛЬ 
которой дійствуєть Д.,. В центральной точкв О вращенів я 
растяженів системм одновременно равнн нулю. | 


Ми получили такимь образомь теореми ХУЇ и ХУПІ пер- 
ваго випуска. Тамь прямня р, Й У, бнли названн нулевний 
прямний. 


В. Случай, кода система Зквивалентна парь Пуансо. 
дамВчая, что пара ШПуансо распадаєтся на пару вращенія и 
пару вращенія, мн ве силу той же теореми ХІХ полу- 
чави»: 
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Теорема ХХІ. Кохи плоская система силь зквивалентна 
парв Пуансо, то растяженія й вращенія системн силь одина- 
ков во веовхь точкахь плоскости системн. 

Примьчаніє. Вь частномь случав, если, виїсто парн 
Цуансо, получимь пару вращенія, то во веВхь точкахь плос- 
кости системи растяженія равин нулю; всли пара Пуансо об 
ращаєтся вь пару растяженія, то равни нулю вращенія. 

Нами бнао показано"), какь по вращеніямь и растяжо- 
півиь вь трехь точках» судить 0 том», чему зквивалентна сис- 
тема силь. Равнни» образом», било дано") построеків цен- 
тральной точки я нулевнихь прямнхь. Отснлая читателя кь ука- 
заниниз міВстамь перваго внпуска, приведем» зд'ісь лишь фор- 
дулю, вь которнх»ь заключаєтся вся аназитическая теорія плос- 
ой системи силь"). 

Пусть Ох, Оу -- прямоугольная система координать, 2в- 
хащая вь одной плоскости сь системой сядь. Ксли А и Бб-- 
слагающія по осамь равнодьйствующей сил Б, образующей 
сь осями уголь а, 5,, У -- Координати дцентральнпой точки, то, 
полагая : 

М, ( Хе-- Ту), бос (27-Х), 
кайдезь : 
АМС, ВМ -- АС, 
жюрі б бе дрів? 
причень || 
АтоеХХ, Ве, Бе 42-82, ас ; 
5 (Х, У)--слагающія сили Р, двйствующей на точку (2, я). 
Уравненія нулевнихь прямнхь будуть: 


Ат-- Вус М,, Ва-Лу- С. 





") Вип. Ї, стр. 44. 

""У1Ь14. стр. 43 -44. 

"") 14. стр. 46--48, еормуль 8, у, 8, є, 8, а и 0. 

Т. ХІЩ. Зап. Мат. Отд. 4 


ЛИ 
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Систека сихь з9квивалентна нулю, т. е., находится в 
равнов'всій, если 


Ва М Сто, 
т. 6., 064И 


2Х езо, ХГ ехо, Х(2Х-3УТ)--о, Х(х7--уХ)-о о. 


дти условія равновісія, какь ин уже сказали в» введе- 
ній, били впервне данн Мазбіусомь вв его второй работі. 

П. Система силь вб пространстет. Пусть С--система 
саль Р. дівійствующихь вь пространстві на точки подобно-из- 
мінявной сястекБ. Мн виділи вь предвкдущей главі, что 


Се В, (0) (0М,)), 


тав В, (П.) я (СМ,)) -- злементь приведенія систвин С кь 
проязвольной точкв О. Из» даннаго там'ь же опреділенія зтих» 


олементовь вюмтекаєть слбдующая теорема: 


Теорема ХХІ. Силь, приложенння кь точкамь подобно- 
изифнявмой системі, всегда могуть бить замфненн дсовокуп» 
ностью одной сялн В,, приложенной кь пройзвольной точкі 0 
систем, пари растяженія (П,) и парн вращенія ((М,)), мо: 
менть которой М, вообще не параллелень направленію снхн 
ЇЇ, Величина и направленів сили Б, ке зависять оть вибора 
точки 0. 

дто --обобщенів соотвітствующей теоремн Пуансо"). 

Разложимнь ((М,)) на слагающія ((4,)) и ((9,)), причень 
моменть 9, паралявлень направленію силн Б, а 9, перпенди- 
кулярень кь посявдней. Фквиваленція 


Сави  (Щ)-( СМ) 


5) Гоіпвовє, Еібпепів фе біабідпе, 8-піе 64 Рагів 1842, р. 77. 
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перейдеть вв слідующую: 


СВ, Н(О,)-НО90)- (9). 


Совокупность силь Д, и парн ((9,)) зквивалентна силб, 
пересенной шараллєльно самой себіб вь нікоторую точку О" 
(теор. ХХ). Йтакь 


СЕ-В,, їх (Щ,) З ( (9о)). 


Совокупность сили /, и парн (П,) зквивалентна сялб, 
леренссенной по прямой, вдоль которой она д'йствуєть, в» 
нькоторую точку ш. Сабдовательно, 


СЕ-В З (9). 


Занічая, что во вевхь предюдущихь преобразованіяхь 
скла Д оставалась паражлельной самой себб, ми заключаєнь: 

Тєрема ХХІУ. Сян, дійствующія ка точки подобно- 
нзивняємой сястемн, могуть бить замінени одной силой и па- 
рой вращенія, моменть которой параллелень сихф. 

дто--обобщенів соствівтствующей теореми Пуансо "). 

Точку ш назовемь центральной точкой системн, прямую, 
вдоль котерой дійствуєть сила Д,.--центральной осью. 

Теорема ХХУ""'). Приведенів систекн кь центральной 
точкВ единетвенно. 

Доказательство. В'ь саномь дфаї, допустимь существо- 
ванів двух центральнихь точекь й ш', причомь Б, я ((9))-- 
соствітствующів ни» влемевти приведенія системн силь ЄС. 
Зкваваленцій : 


Сен В.Н), СезвННО(оГ) 
В. (9-го). 


дають : 


") Роіпвої. Їдс. сів. р. 79. 
72) Вьш, І, стр. 65, прим8вч. 


» 
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Йзь сказаннаго в» предьдущей главі внтекаєть, что ота 
оквиваленція вдечеть за собой дві схлвдующхь: 


Ван ((9))--((9)). 


Первая показнваєть, что ТОЧКИ и» ИЙ с" СОВПадАЮТЬ й ЧТО, 
крожі того, сили Б, я Б", одинаковн по величині и направ- 
їенію; из» второй слідуеть геометрическов равенство момен- 
товв ди 9. 0. Е. Р. 

Назовемь винтома совокупность снян Б, и парк ((4)), 
моменть которой параллелень направленію сихн. Точка ш есть 
центра винта, пряжая О, вдоль которой дійствуєть сила Б.,-- 
винтоває ось, ПлОСкоСтьЬ (с»), перпендикулярная кь 0 вь с,-- 


. 9 1. 
центральная шли нулевая плоскость винта. Отношенів р хо 


мента парн кь велячині син називаєтся винтовниь парамет- 
ром». Назовем»ь его чрезь р. Винть параметра р, центрь ко- 
тораго В ш, осью служить прямая О, а слагающая била есть 
Б,., будень обозначать символомь (Д.,, ро). 

Теорему ХХІУ хожно формулировать слідующимь 06- 
разом» : | 
Сихн Р. дйствующія на точки подобно-изм'Бняємой скс- 
текн, могуть бить заміненн винтомь, приложеннни»ь кв нфко- 
торой точкв. Єлагающая сиха винта равна, по величині и 
направленію, замнкающей многоугольника, сторони котораго со- 
отвбтственно равни и параллельнн силамь Р. | 

Изь даннаго ввше постровнія слагающей парні винта слбі- 
дуветь, что моменть отой парн гвометрически равень ортого- 
нальной проекцій на направленіє замнкающей многоугольника 
момента вращенія системн силі вт любой точків пространства. 
Отсюда внтекаєть сявдующая теорема: 

Творема ХХУІ"). Проекція ка направленів оси равно- 


7) Вни. І, стр. 65, теор. ХХУПП, са, 
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дьЙйствующаго винтая момента вращенія системи биль в» какой- 
нибудь точкв пространства есть величина цостоянная, равная 
хоменту слагающей парн винта. 

Пусть (8. р,)--ровнодійствующій винть. Найдоюь о6- 
хенти приведенія посліднято кр какой-кибудь точкі а (ч. 10). 
Опустимь для отого низь а перпендикулярь аа" ка винтовую 
сь я перенесеюь силу Б, вь а". Тогда 


7 В-К, и (т) 7 


ДВ (т,) обозначаєть пару растяженія (В, а"). Чрезт а про- 
ведемь пражую, параллельную оси винта, й приложимь в» а 
вдоль проведенной прямой дві равнна и пражо-противополож- 
ння сих Б я Б". общая велачина которихь равна величині 
сильно Б, Введенная пара азквивалентка нулю, - Но теперь, 
вийсто одной сили Й, ин получили силу В? й пару враще- 
кія (В, Во). Обозначимь посліднюю чрезь ((9,)). На обно- 
ванія предвдущато. 


ВоевУ (т,) -О9щ)). 


Сложимь теперь сь парой ((9,)) винтовую пару вращенія | 
((9»)), моменть которой д даєтся формулой: 


а) д--рії. 


Мокентни д и 9, оббихь парь взайнно-перпендикулярнн. 
Вь самомь дблі, первьій параллелень винтовой оси, а второй 
перпендикуларень кь послїдней, какь з9то сявдуєть низь по- 
строенія, | 

Постройиь при а прямня ад, и ад, геометрически рав- 
ння можентамь окладнвавинх» парзь. Діагональ аМ прямоуголь- 
нка ад, Мо будеть моментом равнодбіїствующей пари ((.М,)). 

Все вишесказаннов давть нак»: 


(В. ро) ВУ (ж) (ОМ), 
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причемь жокенть т, и М, опреділяются формулами: 
8) тич ов, Музеї", дае Вам". 


Если а--уголь Мад, то 


? 


т) ца М.--К(аа"-кр"), 


врь силу с) и 8). Найденннми формулами доказнваєтся сліду- 
ющія тзоремн: 


Теорема ХХ"). Растяженія системн силь, дійствую- 
щихь на точки подобно-изиВнлемой системні, одинакови во всех 
точкахь плоскости, параллельной центральной плоскости равно- 
дЬиствующаго винта. В» точкахь дентральной плоскости зти 
растаженія равни нулю. 


Теорема ХХУПІ""). Моженти вращенія теонетрически 
одинаковн во всвхь точкахь прлямой, параллельной оси равно- 
діьйствующаго винта. Уголь момента вращенія сь осью посхід- 
няго равенвь нулю лить вт точкахь оси й равень прямому в» 
безконечно-удаленнихь точках. 

-дти теоремн--основиня: ШПрежде, чіиь перейти кь нх» 
приложеніям», вапомнимь главнне результати аналитической 
теорія интересующаго касть вопроса "" ). 

Пусть 0 -- начало прамоугольнихь коордянать 7, У. 2. 
Р,--одна язь сядь систеин С, Х, У, 2 -- слагающія сили Р, 
т, у, 2-- воординати точки А. Если В, (П,) я ((М.,)) -- 
олекенти приведенія системи силь кь 0, то 


А) Сеек,-Й,)  ((М))). 


") Вьп. Ї, теор. ХХУ п ХХУ. 
72) Тьшщм., стр. 68. 
г) ТЬ., стр. 72--80, вори. 1, 2, 23, 3, 2" и К. 








45 МЕХАНИКА ПОДОБНО-ИЗМЗНЯКМОЙ СИСТЕМЬІ. 55 


Положимь, что А, В, С--слатающія сили Б, І. М. М-- 
пари М,. Тогда 


АсеХХ, Во, Се 52, ВЗ ща Д2- ВСЯ; 
І зе Му2--аТ), Ме М2Х--22), Ме Х(2Ї7--УХ); 
| Мао Тазь ВІЗ 


По У(аХ-руї 27) с З Ррех Р, р), 


ДВ р -- разстояніє точки приложенія А сихн Р, сть начаза 
координать. 


Уравненія цевтральнихь шлоскости и оси суть: 
т-- ри 
С) Ат Вуз Сен Цен тн, 


ТД5 велячанн 5. т. С опредвляются формулами : 
Р) Вч ВМ-- СМ, ВСІ АМ, Пе АМ--ВІ.. 


Для координать 2, о, 2о--- Центральної ТОЧКИ с» и мо- 
яента М слагающей парн равнодбйствующаго винта будемь 
виВть: 


| Ваз АМ,-ЕВМ-СМ, зу ВМ, 
І) | САМ, Во СМ, АМ--ВІ, 
МВе АТ А ВМС. 


Йзь А) витекаєть, что систека С зквивалентна нулю, если 
одновременно : 


Во--о, (П, є ((М,))--0, 
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что даєть слВдующія убсловія равновісія : 
2Хо-о, 2 «зо, 2-0, Ду 2-- 2 ) зо, Х(2Х-- 2 )жво, 
Ха --УХ)з-0, 


Х(2Х-рУЇ-ь27) с Х Рьрех( Р, р)е-о. 


дти условія бнли впервне дань Мвбіусомь, какь ян ужо 
сказали в» введеній. 

Пусть аб-- какая-нибудь прякая (черт. 11), В, (Ц,) п 
((М,))--зленвити приведенія систенв силь С к»ь точкб а. По 
опредбленію, 


дО СУВАН-НОМу). 


ч- 


Приведемь систему С кь точкі ф. Для зтого опустимь 
перпендикуларь 10" на Б, и перенесемь силу В, вь ф'. Тогда 


8) Ве виНОВ, ай"). 


Затіи»ь чрезь ф проведень прямую, параллельную направ- 
зенію сили ДБ, к приложимь в» б вдоль проведенной прямой 
дві равннхь прамо-противоположнихь син Б; и КУ, общая 
величина которихь равна величинф сили Б,. Введенкная пара 
сить оквивалентна нулю; саявдовательно, 


до ВуевуНВІ ВИ ВАНІВ,, 5)), 


тавь какь син Б, я ВУ, очевидно, составляють пару вра- 
щенія. На основаній а), В) и 7), 


ВНУ, ав") ООМО)ЧНО Ви 8"); 


Совокудность парь растяженій (Л,) я (В, аф') зквива- 
яентна одной парі (П,), моменть которой П, есть ахлгебри- 
ческая сумка моментовь первнхь двухь. Равникь образою» 
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совокупность парь вращенія ((М,,)) я ((В.,., Б'Ь)) зквивалентна 
одної парі ((М,)), коменть которой 2, есть геометрическая 
сужна моментовь первнхь двухь. Йтакь 


Ав) НОМу), 


Построни» моменть М. Пусть М, -поменть парн ((К,,»р'0)) 
и 0б,-- пражая, геометрически равная моженту М, Діагональ 
ЇЇ, паралявлограмна 00, МУ есть искомній моменть М), 

данітим»ь, что моменть 2, перпендикулярень кт» плос- 
кости фаф' и, сльдовательно, кфь прямой аб. Отсюда мн заклю- 
чаємь, что проекція момента 4, на аб равна проекція прямой 
б, Но послідняя геометрически равна моменту М.,, откуда 
витекаєть слбдующая теорема: 

Теорема ХХІХ. Моменти вращенія системи силь С в» 
точкахь прямой аб ихіють одяваковня проекцій ка ар. 

Салдствів"). Прямав, перпендикулярная кв» моменту вра- 
Щенія одной своей точки, перпендикулярна кь моментам» вра: 
щенія веВхь свойхь точект. 

Такую прямую мн назвали лучемз. Йтакь система сить, 
дбйствующих»ь на точки подобно-изифнлемой формули, опредб- 
зяєть комплексь лучей--прамнх»ь, перпендикуларинхь к5 мо- 
хентазь вращенія веВбхь євонхь точект. 

Ототь комплексь бнль язохбдовант в» І випускв (гх. Х.). 
Воть его главпня свойства: онь--перваго порядка, а каждьй 
їучь есть касательная кь винтовой линій, лежащей на пря- 
докь кругломь цилиндрі, осью котораго служить ось равно- 
ДВіствующаго винта. 

Пусть (Б... рь)-- винть, зквивалентннй систе силь С. 
Назовемь постоянную проекцію на прямую а можентовь вра- 
щекія ва точекь относштельньима моментома винта (К., р.) 
ц прямой аф. 





") Внип. Ї, твор. ХХХІУ. 
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Найдемь величину зтого относительнаго комента. 

Пусть тп--кратчайшев растяженіє винтовой оси О и пра- 
кої аб (ч. 12). Моменть М, вращенія винта в» точкі п опре- 
дфлявтся слвдующамь образом»: 

Вь точкв п строймь прямую Р гесметрически равную 
моменту Др виптовой пари. Затим» приводи» перпендикуляр» 
(0, кь плоскости (п, 0) по ту сторону послідней, сь которой 
ваправленів ДА винтовой сили кажется ндущим»ь вь стороку 
движеніа часовой стрілки. Длина Оп равка Д.тп,. Постровн- 
ння прямна суть, по предндущему, (стр.43) слагающія момента 
М, вращенія винта вь точкВ п. бамфтимь, что прямная Р, й 
(0, взанмно-перпендикулярнн, причемь первая параллельна вян- 
товой оси. Такь какь тп есть общій перпендикулярь кь пря- 
книзф аб я О, то тт, перпендикулярна, какь кт плоскости (аб, 
Р,), такь й кь плоскости (Р, и (,). Схбдовательно, 9ти плос- 
костя совпадають. По изв'івстной теоремі"), проекція на афб 
прякой М, равна суми проекцій на аб прямнхь Р, и 0). 
Пусть а--угогь между осью О п аб. Обозначимь для краткости 
аб чрезь (а), а относительний моменть винта я прякой (а) 
чрезь Згой- На основаній сказаннаго, получимт: 


поабяє Р.сза РО, зпа. 


Внося вь оту формулу, вивсто Р, я 0, ихь зчаченіа я 
обозначая тт чрезь а, кнайдемь: 


1) ЗпгаВазК(реза-Базпа), 
2) Злат- реза-Кавпа. 


откуда 


Фориула 1) показнваєть, что относительний моменть про: 
порціоналень винтовой силі ДА. Величина Зи,,, Как» 9то ВИДНО 


") баїшоп Кіздїсг. Апаїубівсне беотавігіє дег Кервівсппівів, 1887 
ТЬ, І, 8. 3. 
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язь формули 2), зависить лить оть винтоваго параметра, крат- 
чайшаго разстоянія его оби оть (а) и угла а между отими 
ПРЯМИМ. 27, ОЧевиднОо, ЄСТЬ ОТНОСЯТеЛлЬниЙ моменть того же 
вията (В, ро) и прямой (а) вь томь случай, когда винтовая 
сила Во равна едяниці. 

Прямую (а) мм назвали лучемь, если ока перпендикуларна 
кь номентань впгащеній веовхь бвонхь точекь. На основаній 
предндущей  творемн ми заключавиз, что (а) будеть лучемь 
вь конплексв винта (ДА. р,), бли 2л,,-т0, т. е., воли 


реза-Назпалеко, 
откуда 
рес -Чіда 7). 


ГЛАВА У. 


Возможньй козффиціенть двухь винтовь. Взаимнье винть. 
Групль винтовь. Винтовьюе координать. 


І. 0 возможнома козффицієнтт дсухь винтова. Пусть 
(8, р.) я (8, рз)--два данинхь вийта, ф --кратчайштев раз- 
.Моянів яхь осей а и В, 0 -- уголь между послідними, Уве- 
личимь параметрь р, перваго винта на величину параметра 
рз втораго и возьмемь вв» зтомь предположеній относительннй 
їохенть Звов Й новаго винта (А, р. Кра) я оси 3 втораго 
вкнта. Ми пожучимь, на основанін предндущаго, 


а) ав Без К(( р, Ррз)сз0-разпо. 


") Вип. І, стр. 90, теор. ХУ. Тамь бмло позучено: ама'єа-р. Но 
ов зормульо ввряьш, -- такь какь угльі а й а? доподняють другь круга до 
1809, | Авт. | 
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Равнніь образом», увеличим»ь параметрь рз втораго винта 
на величину р, параметра перваго и возькемь в» втомь пред- 
положеній относительний моженть Зоза В" новаго винта (8), 
рзЧра) и оси а пшерваго винта, Тогда получимь: 


8) | дова Б'є Б'Г( р, "Роз)с80-раїзпО). 
Форнуль а) Р В) дають: 
1) Зшрт- дова зо (р, Кра)с30-рзпа. 


Ми видни5, ЧТО За»,з сть величина, вполив синметрич- 
ная относительно обонйхь вянтовь (В, р,) и (5), рь). Ве силу 
сказаннаго вь предндущей глав, За,а есть. проекція на В 
момента вращьнія в какой-нибудь точкв прямой б, визваннаго 
винтомь параметра р,--Юв, лежащиюмь на а, причемь слагаю- 
щая сила вивта равна единяці. Равнниь образожь, даа 6СТЬ 
проекція ка а момента вращенія в» какой-нибудь точкв пря- 
МОЙ а, вбіЗзваннаго винтомь параметра р,-Н)з, лежащимь на В, 
причемь слагающая сиха ванта также равна еданиці. 

Вифсті сь Балеюь "), назовем'ь величину д.а ВОЗМОЖННМЬ 
козффицієнтомь ввнтовь (8, ра) и (5, р»); величини же 
21аз Б и 2, В" я назову возможними относительними момен- 
таки послідних». . 

П. О взациньхь винтахо. Два винта (Б, р.) и (К;, рз) 
назнваются взацмньми, если ихь возможний ковффицієнть 
равень нулю. | 

Два винта взанинн вь слбдующихь случаяхь: 

1. Оси винтова пардалельнь цац совпадають. 


) Вай. ТЬе ТЬеогу об Зегемв. Рабіїл, 1876, р. 13. 
Ківіп незвал» величину 2 совмьстньмь шнваріаднтомь дхвухь 
комплексов», 
Ср. Кісіп Е. Меії. Аппаіво. В. П, 1869, р. 198; їій. р. 366. 
Звизтимь, что зтимь авторам» бьшо извістно лишь анвлитическоє 
и механическов значеніє возможнаго ковбефицівнта, Авт. 
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Вь отомь случав сумна параметровь дозжна равняться 
нулю. 
2. Оси винтова переськаются. 


Бь отомь случав нли сумма паракетровь равна нулю, 
нік оси пересВкаются подь прямни» углом». 

3. Оси винтовь не лежать ва одной плоскости. 

Вь втомь вслучав, самомь общемь, условів взанмности 
ложеть бить виражено слідующимь образомь: два винта вза- 
шцинь, если ось одного за нида єсть луча комплекса, опре- 
дьляємаюо бторьмь винтома, параметрь котораїо увеличена 
на параметра первало. 


дто прямо внтекаєть изь опреділенія луча, даннаго в» 
предюдущей главв, и опреділенія возможнаго кооффицівнта 
івухь винтов' /). 

Вь часткомь бслучаВв. когда пераметрь одного изь двух» 
взаниньхь винтовь равень нулю, ось зтого вянта есть лучь 
кожплекса, опреділяєвато вторниз. Обратно: лучи комплекса, 
опредблявмаго даннниь винтомь (В, ре), суть оси ВаЕТОВБ 
нулеваго параметра, взаниннхь сь винтомь (В, ри). 

Теперь ин кожемь перейти кь изученію винтовнх»ь групп». 

ПІ. Груптьо винтова. Пусть (БК.,, р.,), (Ба, Фе, ),- «(Бу 
Ра) -- т данних» винтовь, центри которнхь в» точкахь 
1,2,..п, а осями служать прямня а,, а,,..а,, Сювокупность 
зтихь винтовь представляєть нікоторую систему силь, дбйству- 
ющихь вь пространствб на точкй подобно-изивнявной фигурн. 
Ми видфли в» предкдущей главі, что такая система силь во- 
обще зквивалентна нікоторому винту (ро, рек). Йтакь 


(ро, ра) се 2 Її, Ф»: ). 





") Ор. бгаувіїйв Н. ТРвогебізене Меспапік вваггег Зувівше. Вегіїп 
1889, р. 113. 
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Будень теперь ишбвнять слагающія сили Б, Но,.. ДАИ- 
ЯНхь винтовь, оставляя безь измінонія центри, оси и пара- 
метри посябднихь. Каждой систем значеній Б, К.,. -К, бу- 
деть отвічать опреділенннй викть (р, х). Совокуписсть веївхь 
винтовь, полученннихь таким образомь, собставлаєть группу 
винтовь. Дакнньв винту, назнваємне основними, ВХОДЯТЬ В? 
посхбднюю, так» какь они отвіфчають систекань: (... 0, 0...) 
(0, В, 0. .)5--(05 0.., 0, В). 

Коли, кромВ зтихь, ніЕть другихь систем», которна опре- 
дівляли би собою какой-нибудь изь даниннхь тп винтовь, то 
посхідніє независимн между собой, а группа будеть т перадка. 

Вь дальніьйшемь кн постоянно будемь предполагать, что 
основнне винтн незввисижн между собой. 

Найдемь свазь между какимь-нибудь вантомь (р, Фа) 
груплн и основнний винтами. Для отого праведемь кажднй 
изь посліднихь кь какой-нибудь точк5 О пространства, Коли 
КО, (ПО) и (СМО)) -- елементи приведенія основнаго винта 
СК, раї), Фо» ПП) и (СМ,)) -- вналогичнья величним, (соот- 
вітствующія винту (рь, Фа), То 


(3, рез ДАВ (9) (ОМ), 
(ре, Фе ЕРро ЧР (Й) 4 (ОМ). 
Но, по предположенію, 


(ро, ра) --Х( Й Ра )5 
савдовательно, 


ро ПН (ОМ НВО чо ЗП) З ОМ), 
откуда, какт не разь ужь било зам'чено, | 
| Розчабо» (ем ПО), (О0М,))--У МО). 


Первая яз отихь формуль показнваєть, ЧТО р, єсть За- 
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пнкающая шногоугольника А. сторони котораго геометрически 
равим силамь ЙО основинхь винтовь; нз'ь второй слідуєть, 
что ноженть вращенія М, есть закнкающая многоугольника 8, 
сторони котораго гвометрически равнки моментань МО). 


Проведемь чрезь О какую-нибудь прямую зп. Цо изв'вст- 
ной тсоремі, проекція замикающей многоугольника на прямую т 
равна суми проекцій сторонь многоугольника. Прямфняя ото 
кь нашему случаю, получаємь теорему: 


Творема ХХХ. Отвосительний моменть винта (р,, Ю») 
груцин и прямой уп равен»ь сумив моментовь основних» вин- 
товь относительно той-же прямой. 

ЙИтакь 

р.Пат пе У КОти: т» 


Сатььдствів. Лучь, общій кокплексань веобхт основних» 
винтовт, есть лучь каждаго винта группн. 


Вь самомь діяв, вв отомь случав всв літ равни кулю, 
откуда 


"ато, 


т. 6. пряжая то есть лучь комплекса, опредблявнато винта 
(р», Фк). 

Увеличимь параметрь каждаго основнаго винта ка нб- 
которую величину р. Зто значить, что кЬ каждому винту мн 
прибавили пару вращенія ((рК?У), моменть которой паралле- 
ївнь й пропорціоналень слагаютщей силь Б? винта. Слбдова- 
тельно, бслагающая пара ((р, р) равнодЬйствующато винта 
(рь, ри) увеличится на сумну Х((рВ,). 


Представимь себв многоугольникь С, сторонн котораго 
геохотрически равньи моментань р.Б, Такь как сторонні зтого 
нногоугольника соотв'іртственно параллельни и пропорціональнн 
сторона многоугольника А (си. вне), то замнкающія отих» 
вногоутольниковт также параллельни и каходятся в» отноше- 
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ній сторонь. Сх'вдовательно, всля р, моменть парн вращенія, 
оквивалентной Х((р,)), то 


неер.р; 


кромь того, прямая ц паралельна р, т. в., оси а винта (ро. Фа). 
Полученная форкула доказнваєть слВдующес предложенів: 
Теорема ХХХІ. Если паражетрь"' основнихь винтов' уве- 
хичатся на одну ий туже волячину, то параметрь равнод'вйствую- 
щаго винта увеличятся на туже самую величину. 


Итакь, воли 
ХК, Ра (роз ре) 


ХВ, Фа Р р) ера, Ра Б р). 


Пусть теперь (Д,, Юа) - какой-нибудь винть. Возьмекь 
возножнне моменти 2 А", в, 2 Оці, в 2, ОСНОВНХЬ 
винтовь относительно винта (/, рз). Для зтого, по опреді- 
хенію, нужно параметрь каждаго из» основинхь винтовь уве- 
личить на ре й тогда взять моменти полученньхь новнхт вия- 
товь относительно прямой. На обнованів посявднихь двух» 
творек» заключаєм» : 

Теорема ХХХІ. Дозможний моменть винта (ри, Ра) Груп- 
пн относительно какого-нибудь ванта (5, рз) равень сумиб 
ВОЗМОЖННХь моментов основннхь винтов'ь отнОСятельно того же 
вяята (Б, ре). 

Итак» 


то 


2) Р -е ХВ'ши в 


. Сльдстоїв І. Винть, взанмний сь каждемь зв обнов- 
НИХ? ВИнТОВР, взаймень сь каждимь винтомь групин, 
Вь самомь діл, вв зтомь случай вс оз равин нухю, 


откуда 
Фев от 9, 


т. в. ВИНТи (ро, Фа) и (5, ра) взанинн. 
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Пусть (8, рь)--какой-нибудь виять. Представим»ь себб, 
что вдоль лучей комплекса, опредВляємаго вантом»ь, двйствують 
спін Р. Совокупность вобхь зтихь сять зквивалентна нВко- 
торожу винту (оо, ра). Каждую силу Р ми можень разскатривать, 
какь винть нулеваго параметра. Занічая, что кажднй йизт 
посліднихь взанхень сь (Д,, р,), кн заключаєюь, в» силу 
только что доказаннаго предложенія, что и винть (о. Фа) 
взлинень сь (А, р,). Йтакь ин получили теорему: 


Теорема ХХХІ. Совокупность сих», дБиствующихт вдоль 
лучей комплекса випта (Б,, р,), зквивалентна винту, взани- 
нову сь (Б, 0,.). 

Изивнимь слагающія сили БО, ДФ. БФ основних» 
вянтовь вь одномь я томь же отношевній 5; и раземотримь, что 
пронзойдеть сь равнодійствующим винтоюь (о., р.). Для зтото 
обратишся кь формулант 1), представляющимь приведенів по- 
слвднато кь какой-нибудь точкі5 О. Слатающая сила р, вита 
представляєтся, какь кн виділи, замнкающей многоугольника 
А, сторонн которвго геометрически равни силань БОО,,, Бо», 
(лагающая р; новаго винта будем», слідовательно, замнкать 
дногоугольнякь А", сторони котораго гвометрически равни но- 
вниз зпаченіяит силь БО БО, Но зти новня значенія, по 
предположенію, пропорціональни прежним»ь, Отсюда мн заклю- 
часть, что иногоугольники А и А" подобнн; східовательно, 
СНЛНО ро й р, нибють одинаковов направленів, причеют р; равна 
Еро Дале, так» какь параметри и оси основнихь винтовь пе 
нзибнялись, то слагающів моженти М." нзиїнять лишь свом дли- 
нн, как ото слВдуєть нзь формул у) предндущей главк (стр. 44). 
Кромв того, новня значенія можентовь М?, вь силу тіхь же 
форжуль, будуть равни прежним», увеличенним» вв томь же 
откошеній 3. Отеюда, какь й внше, виводиМ», что НОВНЙ мо- 
кенть ММ) нибеть сь-М, одинаковоє направленів и равень І.М, 
Наконець, такь какь й центри основинхь винтовь о6бтались 
Тбже, то отсюда витекаєть, что моменти ПО? растяженій, ви- 

Т. ХІЩ. Зап, Мат. От. 5 
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знваєинхь вь О основиний впнтами, увеличатся вв отношевій Б. 
Слбдовательно, вь такомь же отношенія увеличитоя шхь букна 
Х ПО, равная П,. 

Итакь зхлементи приведенія кь О коваго винта отлича- 
ются оть соотвітствениніь злементовь приведенія винта (о..Р) 
только тім», что первне больше вторнхь вь ЕК разь. Отсюда, 
на основанія формуль т) предндущей главн, заключаєин», что 
новий винть отличаєтся оть (ом Ра) ТОЛЬКО ТВ, ЧТО его бла- 
гающая сила равна Ко. Йтякь, если 


УК, Раї у--(ре» 9:), 


ХНН, ри Укр ро). 


Будень вь винті (б. Ра) Обращать вниманів только на 
его центрі, ось и параметрь. На основаній предндущаго мо- 
жен» сказать, что каждий винть группн 2 порядка опреді- 
їявтся (п--Ї) произвольнням величинами: отношеніями (п-- 1) 
слагающяхь силь основних» винтовь кь послідней. 

Ми виділи, что винть, взаймний сь каждниь из» основ- 
НБХ»Ь ВИНТОВР, взаймень сть каждьиь винтомь групин. Сово- 
купиость вннтовф, взаймнихь со вебий винтамя групп тк 
порядка, Составляєть новую грипу. | взаниную сь первой. 
Найдень порадокь отой новой групин. 

Для втого зам'ітийь, прежде всего, что в опреділенік 
винта, взанинаго сь данини», центри ихь и слагающія сиїн 
не яграють никакой роля. Отсюда внтекаєть, что ввить, вза- 
имниЙ св даняни», опредфляєтся 5-ю величкнами. Йзь них» 4 
опредфляєть положеніє его оси, пятая --- 6го параметр». Но 
вИнтьЬ, взаниннй со веобии винтами группн п-і порядка, дол- 
жень бить взаймень Єь т основинми винтами. Слідовательно, 
между патью величинами, опредблающими винть, существуєть 
п зависижостей вида: шавосо, И ТОЛЬКО 5-- т З НИХЬ ОСТа- 
ются произвольними. Но порадокь винтовой груплн, какь мн 





то 
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только что виділи, ка единицу больте числа пронзвольнихь 
величинь, крторний можно распозагать при опреділеній какого- 
нибудь винта группн. Йтакь вцнть, взацмнье сь данной пруп- 
лой п-о порядка, образують пруптпу порядка (6--т). 

ТУ. 0 винтовьисо координатадхо" ). Пусть ( Б), р,, )--одинь 
язь п-- незавноиинхь винтов», (р, Ра) -- Какой-нибудь винть 
групи, построенной на послЄднихь, какь основних» ВвинтОв». 
Назовемь величини БО, Б?.. Б -- координатами винта 
(ра» Ра), основне винтн--координативми винтами. Для опреді- 
ленія зтих»ь величянь поступим» слбдующивь образом». Возь- 
нень какой-либо ваЯть (ру, Юа), не входящій вь группу. 

Тогда, по предндущену, 


розв 2Ваов - 


Беря, вийсто винта (В), еще (п-- 1) хюбнхт винтовь (8'), 
(37)... получииь еще (п--1Ї) уравненій такого-же вида, из» 
Которихь можно будеть опредіфлить искомня величини Б", 


Виїсто вянтовь Б, возьмемь т основних» винтоВь а,. 
дан'зчая, что 
ФакС-Фа 
найден» : 


рода З Вр, З Во Вау 
рок, 2 Ван, Вра Во 
перу 3 ру р Р 
Наконець, вифето 0, возьисиь винть а. Тогда 


рРФа а КО оо Р В аа - У с 





") Примьчаніє. Но независввшим»ь оть меня обстоятельствамь я не 
вогь наложить теорію винтоввіх» координать в» предьідущем» вьшуєкв на- 
стящато труда. Авт. 
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Полученина уравненія дають: 
реразае 5 ВОЗр,, УВО Во ці. 


Такимь образом слагающая сила равнодівйствующаго вик- 
та вкражена пожощью коордикать. Можно прямо найти внра- 
женів отой сили помощью шпоблВднихь. Для отого достаточно 
зам'втить, что р есть зажнкающая многоугольника, сторони ко- 
тораго гвометрически равин 2. Олідовательно, 


резе ХВО. 25 КОВОс аа). 


Разсиотрим» частиній случай. Пусть (20), р., ), ( БО), р,,),. 
( 20, ра,)-- шесть независнинхь винтовт, (р, Ре)- -какой-нибудь 
седьмой винть. В» сльдующей главі будеть показано, что 
всегда можно такь подобрать величинн Б? чтобн вянть (р,,, р.) 
групин, постровнной на первнхь б-ти винтахь, отлячажся Фть 
(раз Фа) только центромь. Очевидно, 


(баз Фе)Е-(рим Р) -Н (т), 


ГДВ жоменть х парк растяженія (т) равень Ж р.ай'. За коор- 
дянатн ванта (0,, Ра) примеюь б-ть величинь Б? и величину т. 
Для упрощенія формуль внберемь коордякатнне виктни сх'іду- 
ющичь образомь. Впить (0, у, ) вкбираєнь проязвольно, 
винть (БО), р,,) взаннень сь первниь, винть (/20), р,,) -- 
взанменть сь первнми двукя я т. д., каконецт винть (ДО), р,,)-- 
взанмень сь первими 5-ю. Пришень кроміб того, величину р 
за единицу. 

Тогда, такь какь шого, ТО Предндущія формули при- 
муть сявдующій вид: 
ВО, ВО .. Во 
р ші Фе, Фа, 
ра со -- ДОР «В Бор, 5. «з Бе р. 

і со ХО" З 25А2Б сказ). 


ла РИ 
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Что касаєтся седьной координати х, то она, по предн- 
дущеку, равна растяженію, визнваємому вь а винтомь (р,/, Ю».). 
Но, по предположевію, 


(раг Ве ЕЕМОКО, ре). 
Сабдовательно, в» сялу твореин ХХ, 
та» БФ.4,; 


15 4-- длйна перпендикуляра, опущеннаго низь а ка прамую, 
вдоль которой дійствуєть сила БД", 5 -- знакь алгебрвческой 
супи. 

Ми получили координати 7? винта (р,, фе), бяла кото- 
р р равна едвницф. Еще р не равна единиці, то коорди- 
нати Б", вьоснау равенствв: 


ХА, рах) я (р, Ро), 
В'Ф я р, ВО, 


будуть: 


Ввразимь помощью координать ДА? и 70? двухь винтовь 
(ро Ра) й (риуз Фу) нхь возможний козффицієнть о. По 
предндущему, 
Фа! СО ЗВ аж. 


Но, какь мн только что виділи, 
агаї яв Тра; 
ствдовательно, 
Фа! СВ б дур аї» 
Отсюда, занбчая, что 
ЗФаси р... 


снова похучаєвн : 
рез ЗВОтр,, 
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Изь предндущаго витекаєть, что два винта взанини, есля 
У до б Фа; то 0. 


Цоложим», что координати Б? какого-нибудь винта удов- 
їетворяють линейному однородному уравнелію вида: 





УА ГО оо. 
Полагая: у 
" А; 
7 ра у 
найдем» : 
УДо 79 Фаїт 0, 


т. 6., ВИнТтн (229,..А9) и (т,.,т9) взанини между собой. 
Отсюда мн заключаєм»ь, что, если координатн винта удовле- 
творають тп лянейнниь однороднниз уравненіямь, То втоть 
вИНТтЬ взаймень сь т винтами й. слідовательно, входить в» 
группу порядка (6--т.). 

Всв результати настовщей главі били полученн Балент) 
при помощи принципа Бернулли. Аналитически они били дока- . 
занн впервне г. Занчевскимь ""). 


ГЛАВА УІ. 
Группь винтовь различньхь порядковь. 


Здісь кн сдблаємь бВблий обзор» винтовнх»ь груш, поль- 
зуась свойствами взайиннхь винтовь "" ). 





") Ва!і. Тве ТЬеогу ої Зсгезув. ДРабіїю, 1876. СЬ. ГУ и р. 40,43 а 85. 
Ср. бгаувіїйв. ТНеогебівсье Месівпік вівггег Зувівше. Вегіїп, 
1889. Кар. У. 5 2--12. 

г?) Занчевскій. Теорія винтовь. Одесся, 1889 г. Глава І, 5 39, 41, 42. 

"У Ва, 1, сій. Ср. ЇХ, 5 79, Сь. 1, 5 16--21, СЬ. Х, 5 86. 
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Групть  винтовоь птпервало и пятаю порядка. Цубсть 
(В, ра)-- основиній ввкть. Всі вянтьи групиь получатея, по 
опреділенію, если ми будень шбібнять величину Б. Отоюда мн 
заключавиь слідующую теорему: 

Теорема ХХХІТЇ. Винть группн перваго порадка отлича- 
ются другь оть друга только величиной слагающихь сил». 

Группа С, взанмная сь группой перваго порядка, будеть 
б-го порядка, по сказанному вт предндущей главі. Она со- 
стонть Из винтовр, взаниннхь сь однимь винтомь (2, р,). 
Легко просабдить распреділеніє в пространстві винтовь груп- 
пи С, если ми вспомним», что ось винта параметра хх, взаям- 
наго сь (Б, р,), есть лучь комплекса, опредівленнаго винтомь 
(В, (юРт),). Здто даєть нам» теорему: 

Теорема ХХХУ. Оси винтов»ь одинаковато параметра т, 
взаниннхь сь группой А перваго порядка, образують комплексь 
перваго порядка, центральная ось котораго совпадаєть сь 0б- 
щей осью всбвхкь винтовь групп А. Параметрь комплекса ра- 
вень р-р, гдв р--общій параметрь винтовь групин А. 

ПЦусть т-- какаа-нибудь точка, М,-- моменть вращенія, 
візБваєхаго вь т винтомь (ДА, (р--х) ). Проходящіє чрез» 
т лучи комплекса, опреділяємаго посябднамь, лежать в плос- 
костя, перпендикулярной вь га кь прямой М,"). Крок того, 
зажітить, что всякій винть, лежащій на перпендикулярів ти, 
опущенномь язь тп на ось винта (Д,, р,), взайшень сь по- 
ствднимь. Отсюда на основаній предндущаго заключаємь: 

Терема ХХХКІ. Винтн равнаго параметра т, прохода- 
щів чрезь точку тт Я взанмине сь винтомь (Б, р,), лежать 
ВЬ ОДНОЙ й той же плоскости (т). Плоскости т, собтвітетву- 
ющія различньиь параметрамь г, образують пучок», осью ко- 
тораго служить перпендикулярь ти, опущенний изь точки тп 
на ось а винта (В, Р,). 





") Вип, І, стр. 84 и стр. 86, теор. ХХХІУ, слвдствів, 
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Пусть (т)--какая-нибудь плоскобть, "п-- полюсь посяВд- 
ней в комплекев, опредблявмомь винтомь (А, (р-р т),). Чрезь 
т проходять вс лучи, лежащіє вт. (т), причемь прямая, сое- 
диняющая яп сь точкой, вь которой ось а вотрібчаєть (ям), 
перпендикулярна кт а"). 9дто даєть нам» теорему: 

Теорема ХХХУП, Винтни равнаго параметра х, зежащіє 
в плоскости (т) и взаниннв сь вянтомь (ГБ, р,), проходять 
чрезь одну я ту же точку т. Точки т, соотвівтствующія раз- 
личнииь параметрамь т, лежать на прашой, встрвчающей ось 
а подь прамнив угломь " ). | 

Ми получили, слідовательно, снова всб свойства винтовь 
групик патаго порядка. (Ср. внпускь І, га. УПІ). 

Групть 240 ц 4-10 порядка. Группа винтовь втораго 
порядка бнла йзехбдована во второшь внпускв настоящаго 
труда (стр. 20--36). Напомнижь ва главння свойства. 

І. Оси винтовь группн ветрічають под»ь пракниь угломь 
одну и ту же прямую А, назквавную директрисой. 

П. Чрезь каждую точку а директрисни проходять вообще 
два различнихь винта группин: Зти винті совпадають вт двух» 
точкахь с и а" директрясн. Два вивта, проходящіє чрезь сре- 
дину О отрізка аа", взанино перпендикулярнн. ти вант назн- 
ваются главиния, яхь паражетри р, и р, --тлавнних параметрами. 

Точка 0--центрь труппн. 

ПІ. Оси винтовь групин служать пройзводящими поверх- 
ности цилиндройда. Уравненіє посхідней нифеть вид»: 


2(27-ну?)е- (ру рату, 


если за оси 2,у.2 примеюь оби главнихь винтовь и директрису. 


2) ТЬМ., твор. ХХХУ и твор. ХЬУ, сяВдствіє П. 
"") Оба зти предхоженія совершенно иначе доказань авторами вьіше 
приведенньжхь сочиненій. 
Ср. Ва!ї!, 1. сів. р. 85--86; (тавуеіїцв, 1. сівб., р. 249--250; 
Ср. также Зсіеії, 1. сій. і. П, р. 230. 
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ГУ. Каждий винть (Б, р) группь опродіалется форму- 
лани: 
«е(р, Раз )зпбсзв, р,яер,с820-К разт?0, 


МВ 2--координата точки а, вь которой ось винта ветрічаєть 
деректрису; О--уголь, образувемній осью винта сь 9сью 7. 


дти форнули дають для 0-20, 


за р,гер-етеК, 
откуда витекаєть: 

У. Межлду винтами групин существують только два винта 
даннаго ларажетра К. тя вантн образують одинаковне угян 
сь кажднаигь изь главнихь винтовь и ветрібчають директрису 
вь точкахь, одикаково удаленньхь оть центра группн. 

УТ. Между вянтами цилиндроида всегда существуєть один, 
ось которато перпендикулярна к»ь данной прямой В. 

Чтобн убідиться в» справедливости зтого предложенія, 
проведень чрезь директрису А плоскость, паражлельную пра- 
ой Б. Норналь а кь проведенной плоскости перпендикулярна 
сь А и В. Пусть 0,--уголь, образуємнй прямой а сь о6ью 7. 
Винть цидиндройда, соотвЕтствующій углу 0,, паражлелень а 
н, сяВдовательно, перпендикуларень кь Б. 

, Теорема ХХХИШГ'). Прямая а, встрвчающая два винта 
(2) ж (щ) циляндронда, ямющіє равнне параметри, ветр'ічаєть 
третій винть подь прямни» углом», 

Вь самомь ділі, пусть 3, р--точки, в которнхь прламая 
а вотрічаєть два винта (2) й (ь), причемь 


а) руяєр,. 


Точки Х и и. прямой а принадлежать цилиндронду. Но 
уга поверхность третьяго порядка; салВдовательно, а встрівчаєть 


") Виц. П, стр. 39. 


4 Д. Н. ЗЕЙЛИГЕР"». 64 


ее вь трехт точкахь. Пусть »--третья точка ветрбчи прямої а 
сь цилендроидо»м, (у)--винть посяївдняго, проходящій чрезь у. 
Докажеть, что прлиня а и (») взаймно-перпендикулярин. Для 
отого примемь а за ось яйвкотораго вянта (а), параметрь р. 
котораго опредіфлявтся из убсловія: 


5) рарічереРритоо. 


Такь какь (а) пересіфкавтся сь (2) й (и), то, вь билу 
условія (Р), 
од В ар 0 


т. 6., ВИНТтЬ (ас) взаймень сь (Х) и (и). Но взь такомь слу- 
чаї онь взаимень со вебми винтами цилиндройда и, сх'Вдо- 
вательно, 

Фауст. 


Такь какь оби винтовь (а) и (») пересбкаются, то зто 
условіє иибфеть вид»: 


(ра р)сзОзоо, 
гдб О--уголь между осяму винтовь (а) и (»). Но равенство: 
ра резно, 
новозножно (У), схВдовательно: 


сзОзжво, Ос--909, 0. Е. Р. 


Сльдствіс. Винть (а) параметра т, ветрвчающій два 
винта (2) и (и) цилюндройда, пмбющів общій лараметрь --- хг, 
взанймень со всбий винтами цилиндроида. Винть (а) встрвчаєть 
третій винть (») посявднаго подь праннизь углом». 

Сльдствіє 11. Поверхность цилиндройда можно образо- 
вать саВдующи»ь образомь. Пусть Х, ц--дві прамнхь, А - 
прямая, по которой пзибряєвтся ихь кратчайтее разетоянів, а-- 
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прямая, ветрвчающая посявднія, Прянаєя у, по которой взифї- 
ряется кратчайшев разстояків прямнхь 4 и а, есть произведа- 
ща цилиндроида. 

Теорема ХХХІХ. Прямая а, встрвчающає одинь винть 
(») цилиндроида подь прамнизь угломь, встрічаєть два дру- 
гихь винта (1) и (и), параметри которихь одинакови. 

Вь самомь дб, цусть у, Х й ш точки, вь которнихь а 
встрвчавть цилиндройдь. Примемь а за ось винта (а), пара- 
метрь ра котораго опредблимь низь убсловія: 


6") ре «- 0, 
Такь какь (а) и (Х) пересікаются, то 
І Фах оо. 


Даліе виктн (а) й (») также взайинн, такь какь ихь 
оси, по предноложенію, пересфкаются подь прямниь углом». 
отоюда кн внводимь, что (а) взанмень со всбий винтами 
цилиндрояда; слбдовательно, 


Фарм 0. 


Но окан и пересіваются; слБдовательно, полученног 
уравненів нифеть вид»: 


(ребри)сзО-жо, 


тав 0--уголь между (а) и (м). Уголь О вообще не равняєтся 
909, такь какь в» 9томь случаїв по а изибрялось би крат- 
чайшее разстоянів прямнхь у ий ц., т. 6., а совпадала бн сь 
директрисой цилиндроида. Йтакь 


ра"РРетто, 


откуда, по формулі (5), 
ратер» 0. Е. Р: 
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Примьчаніе. Доказанную теорему сябдуєть считать обрат- 
ной по отнотенію кь предндущей теоренб. 

Теорема ХІ,. Винть (а), взаниннй со всбин вжнтаня 
цилиндронда, встрічаєть одинь винть посхВднаго подь пра- 
низ углоюь я два другихь, нивющихь равине паражетрн-- р». 

Доказательство. Пуєть 3, и, у--точки встрічя оси а сь 
циликдрондоюь, (Х), (п) Я (»)--винти посліднаго, проходящіє 
чрезь ), и й » По предположенію, 


Фан АФ» Со. 
Но вь данномь случаїв оти уравненія нифють вид»: 
67) | (рака )сзад єчо, (ре"Рри зано, (ребро )свам 220. 


Изь равенствь: (аХ)- 909, (ар) є 90 и (а»)-- 909 можеть 
ниїть исто нли одно, ихи ве тря. Вь сажоюь ділі, если бн 
ян онибля: (аХ)-с(ар)--90?, то прямая а совпала би сь ди- 
ректрисой, откуда внтекало-бн: (ау) є» 90. Далбіе из ра- 
венствь: реКрічоо, раЗКРи з- 0, (ра"Рр.) єв 0 шогуть нкжбть 
місто только два. Вл самоюь ділі. изь зтихь трехь равенствь 
внтекаєть: руери-трь», ЧТО Невозможно, такь какь существу- 
ють жишь два винта цилиндронда, нифющіо одякаковнй пара- 
метрь. Йтакь равенства ф'") влекуть за собой: 


ад 90", раКригодь Фе Креттод, 
откуда: резоричот ра. 0. Є. Р. 


Разсмотриюь теперь груплу С винтовт, взаниннх» со всбик 
винтани дцихиндронда. Шо сказанному вв предндущей главі, 
порядокь групин С равень 4. Доказанная только что теорена 
давть: | 

Творема ХІЇ. Винти а равнаго параметра т, вза 
ямнне со всвий винтами цилиндройида, встрбчають два винта 
(р) я (») посабдняго, общій параметрь которихь равень-- т. 
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Сльдстеїе І. Чрезь каждую точку А проходить лишь 
одинь винть а даннаго параметра т. 

Осью послбдняго служить прямая, проходящая чрезь А 
я встрвчающая винтн (ц) и (»). Если А лежить на и, то 
винтовь (а) безчисленноє множество, Осями ихь служать всі 
пряква плоскаго пучка (А, »). Тожо нмфеть мфсто вь том5 
мучав, когда А х6жить на у. 

Саьдстоїв І. Вь каждой плобкости (А) лежить лишь 
одинь винть (а) даннаго параметра ж. Осью его служить пря- 
нал, соединяющая точки встрічи сь (4) винтовь (р) и (у). 
Бсли (ц) лежить в» (А), то винтовь (а) безчисленнов мно- 
хество. Оси ихь образують линейньий пучокь, вершиной кото- 
рато служить точка встрічи плоскости (А) сь (у). Тоже ниб- 
сть вфсто в» томь случаб, если вь (А) лежить винть (м). 

«Теорема ХІ даєть еще сльдующую: 

Теорема ХІІ. Оси всбхь винтовь грудпн С буть пря- 
уня, перпендикулярння кь производящимь цилиндроида. 

Ми видвли (Внал. ІЇ, теор. 30), что перпендикулярн, 
спущенниє зв какой-нибудь точки А на вс производящія 
цилиндройда, суть производящія нікотораго конуса втораго по- 
рядка. Но веб оти перпендикулярм суть оси винтовт (а) групим 
С, что даєть намь творему: 

Георема ХІШЕ. Оси винтовь групин С, проходящія чрезь 
данную точку А, суть пройзводящія конуса (а) втораго порядка. 

Примпчаніс"). Коли А есть точка одной изь проявводя- 
щей (2) цялиндройда, то конус (а) обращаєтся вт дві плос- 
кости. Йзь нихь одна проходить чрезь пройзводящую (и.), па- 
раметрь которой равень параметру первой производящей, вто- 
рая--перпендикулярна кь (2). 

Пусть В --какая-нибудь прямає. Ми показали вве, что 
нежду винтами цилиндронда есть лить один (В), ось котораго 


") Ср. Занчевекій. ЦЬ. сів. стр. 72. ФЗтимь лвторомь доказана лишь 
первая чаєть предлошенія. 
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перпендикулярна кь В. Проведежь чрезь 3 плоскость, параї- 
лельную пракой Й. Пряшая а 9той плоскости, перпендикулярнаї 
кь В, будеть параллельна В. Но каждая изь прямнхь а єсть, 
по предндущену, ось винта групипн С. ЄСлбдовательно, ши по- 
лучихи теорему: 


Теорема ХІІ. Винтьи (а) групим С, параллельнне дан. 
ной пряной Б, лежать вь плоскости, проходящей чрезь винть 
цилиндройда, перпендикулярний взь Д. | 

Теорема ХІУ. Винти группн С, лежащіє в» одной я 
той же плоскости (.4), обертквають параболу. 

Вь саноюмь дбхв, пусть А каказ-нибудь точка шплоскости 
(А). Винтн группн (3, проходящів чрезь 4, суть производя- 
щія конуса (а). Такь какь зтоть конусь втораго порядка, то 
лишь дві его пронзводацяхь лежать вь (4). Отоюда мн за 
ключавиь, что винтни групин С, хежащів вь ( А), обертивають 
коначесков сбченів, такь какь изь каждой точки ДА можло 
провести ляшь дві касательнихь кь искомой обертев. Пусть 
теперь В -какаа-нибудь прямая, лежащая вь (А). По предн- 
дущему, винтн групин (, параллельнне прямой /3, лежать вв 
плоскости (В). Плоскость (8) встрічаєть (4) по прамой а, 
которая служить осью винта (а) групик С. ШПрамая а есть 
касательная кт» вишеупоманутому коническому сбВченію й, крок 
того, параляельна прямой 8. Йтакь параллявльно данной пря- 
дой В кожно провести лишь одну кабательную кь коническому 
свченію; слідовательно, послвднее єсть парабола. (0. Б. Р. 

Вь дополненів кь бсказанному о групаїв четвертаго по- 
рядка напомнимь, что во второмь внпускв (стр. 35) било 
дано шпостровнів циливдроида, взайинато со всбин винтамя 
данной группи четвертаго порідка. 


Группа третьяю порядка. Ми назвали винть (Б.,, ре) 
входящим»ь в группу С пою порядка, если 


(В. рез УВО, рад), (1, 2,..т) 
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причень основино внятн (20, ро) независими между собой. 
Но вь предьдущихь взслідованіяхь центрь и слагающая сиха 
винта групам не играли пикакой роли. Слфдовательно, дока- 
заниня теоромн будуть иміть яїбсто и вь томь случав, если, 
вибсто вннта (/8., ра), возьмемь какой-нибудь винть (Д,,, р..), 
отличающійся оть перваго только центром и благающей силой. 
Воть почому мм не будемь различать таких» двухь винтовь и 
скажень, что винть (Б, ра) такоже входита в» группу вин- 
това (Б. ра). 

Пусть теперь С,--взаймная сь С грушца винтовь. Вь С 
входять, по опредіфленію, вс вивтн, взанинне сь каждни» 
винтомь групин С. Такь какь условів взаймности двухь вин- 
товь зависить лишь оть параметровь послбднихь и относитель- 
наго положенія яхь осей, то отсюда слідуєть, что в винтах 
грулин С, остаютел неопреділеннним центр и слагающія сили. 
Коли, какь ми только что сказали, й вт винтахь групин Є 
дв будень обращать вниманів на центри и слагающія силь, то 
придеть кь сабдующей теоремі: | 

Теорема ХІГІ. Винть (а), взаймний со всбми винтами 
грушиь С,, входить вь группу С. В'ь самомь ділі, пусть (Ви), 
(3»)..(8, ,) - (6--т) основкнхь вянтовь групин С. По условію, 


ов, ав, Я . о о Фа36-ніч0. 


дтимь условіямь, кромВ (а), удовлетворяють вообще без- 
численнов множество винтовь, оси которихь образують нбфко- 
торий, влолиї опредвленньй комплексь (4). Каждой прямой 
послвдняго соотвітетвуєть вполні опреділенинй козффиціенть 
Рз--Параметрь винта, лежащаго на зтой прямой. Йтак»ь только 
пряиня кожплекса (4) могуть служить осями винтовь (а). Но 
каждей винть (|) групам С взанмень сь С, Отоюда мк за- 
ключавмь, что коиплексь осей винтовт (у) совпадаєть сь (А), 
причемь, если у совладаєть сь какой-нибудь прямой а посх'Вд- 
наго, то р, равняєтся коеффецівнту р, посл'івдней. Йтакь винтн 
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(0) и (а) отличаются только центрами я слагающими силанк, 
т. в. (а) входить вь группу С. 0. Е. Б. 

Разсмотримь теперь тоть частний случай, когда группа 
С--третьвго порядка. Взаниная сь С группа С, вь зтоюь слу- 
чав тоже третьяго порядка. (Глава УЇ, стр. 49). Таким» об- 
разомь всв свойства одной изь зтих» групиь принадлежать 
другой. 

Положим»ь, что (ї,), (уз) її (уз) - три основинхь винта 
первой группн. Построймь цилнндроидь (1, їз) и пусть (у,)-- 
одинь изь винтовь посяВвднаго. Каждий винть цихяндронда 
(їц. з), очевидно, входить вь С. Каждому винту (ї,) цихин- 
дронда (у, їз) ОТВ'ВЧаєть отдільний цилиндроядь (їзо Та) ВИН- 
товь групин С. Но на цялиндронді (уз, 1) Зежать лишь два 
винта одинаковаго параметра. Отсюда мн заключаємь: 


Творема ХІТИ. Между винтами группн третьаго по- 
рядка существуєть безчисявннов множество винтовь равнаго 
параметра р. Оси зотихь винтовь лежать на н'вкоторой по- 
верхности. | 

Теорема ХІ.УШ. Винтн групин третьяго норядка, ниб- 
ющіє одинаковне параметри, суть производящія одного рода 
однополаго гиперболонда. 


Доказательство. Положимь, что (а). (6) я (с)--три винта 
параметра р, входящів вв С. Ния одань низь 9тихь винтовь не 
входить вь групну втораго порядка, постровнную на двухь 
остальнихт, такь как» в» групи втораго порядка есть только 
два винта одинаковаго параметра. Отсюда мк заключаємь, что 
винти (а), (5) и (с) независимн между собой. Проведем»ь пря- 
мня а, В он у, пересвкающія а, 0 и с, и примеюь оти пряння 
за оси винтовь (а), (В) и (т) паражетра--р. Два пересфкаю- 
щихся винта, сумма параметров» котормхь равна нулю, взаймнн 
между собой. Слдовательно, винтн (а), (5) и (у) взанипн С» 
кажднкь из» винтов (а), (2) и (с). Но посліднів нозависями 
между собой; сл'довательно, (а), (5) я (у) взанини со всіми 


| 





71 МЕАНИКА ПОДОБНО-ИЗМЬНЯЕМОЙ СИСТЕМЬ. 81 


винтани трупль С, т. е., по опреділенію, входять вь С.. 
Пуєть теперь а--пряная, встрвчающаяся а, 8 и у. Принимая 
ф за ось винта параметра р, найдем», каєь и ваше, что винть 
(4) взанмень сь (а), (8) и (І), т. е., взавмень сь С). Но 
такой внить (4) входять вь С (теор. ХІУГ). Йтакь каж- 
дій винть параметра р группн Є встрічаєть три прямнх» 
а Ви. 9. В. р. 

Сазьдствіс. Винтн параметра--р грунпн С, буть пронз-. 
водящія ввтораго рода гиперболонда з винтовь параметра р 
трупи С. 

Вь самомь діл, какая-нибудь проязводящая 8 втораго 
рода ветрбчаєть вев производящія перваго рода. Приникая д 
за ось викта (5) паражетра--р, найдемь, что (2) взаимень со 
всвии винтани груплю (. лежащими на пройзводящихь пер- 
ваго рода. Йтакь винть (2) взаймень сь С и, східовательно, 
водять вь С. 

Разсмотримь гиперболонйдь (4) винтовь нулеваго пара- 
хетра. Провзводящія перваго рода будем» обозначать чрезь а, 
втораго -- чрезь а, дакбтимь, что, если прямня а суть оби 
винтовь нулеваго параметра, входящихв вт группу (, то пря- 
дя а суть оси винтовь нулеваго параметра групик С. 

Пусть О-- центрь гиперболонда (.4), Ох, Оу, Ог --- ва- 
правленія его осей. Уравненів гиперболойда имбфеть слвдующій 
ВИД: 


мі а, ф. с -- дян полуосей. ШЦо извістной теорем, сесли 
0» 0,, Оз -- уган, образувине сь осями производящей а, 
4, 4, Фз--кратчайшія разстоянія посябдней оть осей, то 


фе са аб 
а,190. «а і а - 4190 і Ь 9 41902 Р о . 


х) Примічаніє. Незввисимость винтов"» (а), (8) и (у) доказьіввется точно 
Товже, какь независимость винтовь (а), (0) я (с). Авт. 


Т, ХП. Запис. Мат. Отд, в 
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Вь.втихь формулахь берутся одновременно всбв верхнів 
нля воВ нижнів знаки. Положи»ь, что производящимь а бо0т- 
вітетвують верхнів знаки. 


Изь зтихь формуль внтекаєть: 
фс оса о 
Уч сз0, т Ото, уз с30, НаззпО,-- о, 
аб 
Рі с808 -Н ІззпОзтто. 


Слбдовательно, если мк примемь еси 2, у, 2 За оси вин- 
товь, параметри которихь даются формулами: 


то винтн (2,). (р,) и (р,) будуть взаймни сь каждниь вин- 
том (а) групн С, такь какь винтк (а) нулеваго параметра. 
Отсюда внтекаєть, что вити (2,), (2,) я (р,) входять в 
грушу С. | | 

Мн получиля такимь образом» теорему: 

Творема ХІІХ"'). Вь групийф С третьяго порядка есть 
три винта, оси которвіхь, пересВкаясь в» одкой точкб, взанино- 
перпендякуляркні. 

Винти (2,), (р,) и (р,) казкваются центральньшми, а 
«точка ихь пересівченіл О центральной точкой грушин С. 
Сльдствіс, Форшузн /5) дають: 


р, р, Ю,чабс, р, Ю,я-ча?, р, руяе-ой, р, ре"; 


є) Прцмтьчаніє. Доказателіство, предложеннов здесь, значительно от- 
хичаєтея оть тіхл7, которьшя бьши дань до сих» пор». 
Ср. Ваї!., 1. сів. р. 119--120; Стауеїив, 1. сі. 5. 289--290 | Зан 
чевскій, 1. сів. стр. 59--601. 
Ср. также вмлускь ЇЇ, стр. 53-54. Авт. 
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слвдовательно, уравненів А) приметь вид»: 


А") р,а24ьр, ур, 23 рр, ро. 


Теорема І. Вев гиперболойдни нибфють общій центрь и 
общеє кнаправленіє осей. 

Вь сашомь дблв, пусть (а)--винть параметра--р групин 
Сі. дтоть винть, по предкдущему, взажиень сь (7,), (2,), (7,); 
са'Вдовательно, 


(р. р)сз0, зт, що, (ру р)сзО, Нд дзпО, оо, 
(2.--р усз0, Р УР зпОде-о, 
гді 0, 0, п 0,, ф. Фф, й дз--уган сь осями 2, у, є и Ерат- 
чайшія разстоянія оть послвднихь прямой а. 
дти формули дають: 
фі9О ач (Р,--р), ФО (ру Р) ід Оз (9, р). 


Но по теоренф, на которую мн уже сснлались, отимь 
условіянь удоваєтворяють пройзводящія одного рода гипербо- 
лонда, оси котораго совпадають сь 7, У, 2, а дяннн а, 0, С, 
полуосей опредфляются изь убсловій: 


б са, а), 
В") а"? Фо ьГРОРи т- у тер--р.. 


Сльдствіе, Йзь формуль 8") внтекаєть: 
(2--0.) (ре-ру) (р-- р.) чеочацбс 
(2--9,) (р--р,)я зві, (р--р,) (р--ра) біз 
(2--9.) (ю--р,) нс. 
Но уравнеків гяперболонда винтовь (а) нифеть вид»: 


та у» 22 
а "іо с 


-е 1. 
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Исключая а,, 0, 8 с, помощью полученнихь формуль, мн 
приведень ото уравневів кь виду: 


В") (р--р.)27- (р--2,)9 4 (р--2,) 
-Ь (р--р.) (2--2,) (р-- р.) яко. 


Сиьдствіє П. Чрезь каждую точку (2,У, 2) пространства 
проходять вообще три викта групин третьяго порядка. 

дто прямо слвдуєть изь посявдняго уравненія. Считая 
вь нень величини 2, у и 2 данннми, нн получавнь куби- 
ческов уравненів для опреділенія р. 

Сльдствіє ТІЇ. Параметрь вянта группн С обратно-про- 
порціоналент кваДрату параллельнаго діаметра гиперболонда ( А). 

Ве саномь ділі, винть (а) параметра р лежить на ги- 

церболонді : 


(в--рДа-Но--рдучНю- -р. 2 р-р, (р-р р-р, ян о. 


Ассимитотическій конусь послвдняго представляєтся урав- 


неніви»: 
С) (р--р.)а2-К(р--р,)-К(р-- р. )гляко, 


Пусть а, - проязводящая конуса, паралхельная а. Пря- 
ная а, удовлетворяєть послїднему уравненію и, кромф того, 
встрівчаєть гиперболондь (А) вь нікоторой точкі т. 

Координати точки ит дожжнн, східовательно, удовлетво- 
рять уравненіямь А") и С). 

Но второв яз» зтихт» уравненій даєть: 


9) 


1 ФеФ'-Рруу" р. з" 
р 

гдф 7--разстоянів точки 71 оть центральной точки. Йзь урав- 

ненія А") сявдуєть: 


2 


Р: а2-Кр, у? р, 2ее--р.р,Р. 2 
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откуда 


2 що 


р.р,р. . | ФР.РуР. 
-- "р в резон 0. Е. р. 


Доказаниня теореми заключають осковння свойства груп- 
пи третьяго порадка. 

Вь заключенів кастоящей глави укажем на одно свойство 
групин шестаго порядка, которое кн рашьше (стр. 58) допус- 
тили безь доказательства. Прежде всего зам'бтинь, что вообще 
ніть винтовь, взаниннхь со вебии виптами группн шестаго 
порядка. Вь сажомь ділі, одикь такой винть (а) должень 
биль би удовлетворять шести убсловідм вида: о,всоо. Но в» 
оти условія входять лишь параметрь викта (а) и воличинн, 
опредВляющія положенія его оси. Такь какь прямая опреді- 
ляєтся 4 величинами, то, східовательно, пять неязв'івстинхь 
величинь должни бить опреділенк низь б условнихь уравне- 
НІЙ: ш,во-о, ЧТО ВООбще невозможно. 

Докажень теперь, что всякій винть параметра р, осью 
которато служить данная прямая а, входить вв группу шес- 
таго порядка. В» саможь діяв, каждьій винть группю постро- 
енной на б независиннхь винтахь (А, рі), (КО), р.),.. 
во Бо Во 
ве Не НО: 
Винть паражетра р, лежащій на прямой а, также опредблаєтся 
Б величинами если на центрь винта мк не обращаєм"»ь внима- 
нія. Йзь зтяхь 5 ведичянь 4 опредфляють положенів винто- 


вой оси, пятая -- параметрь. Такь какь число ненйзвіетинх» 
6 

равно числу пройзвольнихь величин» Б? которний мож- 
6 

но гасполагать при опредівленій винта группн, то мн заклю- 

часи», что всегда можно такь подобрать величини Д/?, чтобв 

результирующій винть групин имїль данний параметрь и дан- 


ную ось а. 0. Е. Р. 


(КО), р.), опредбляєтся 5-ю отношеніями: 
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ГЛАВА УП. 


0 возможномь перембцщеній пздобно-измБняєшой системні 

точекь, Лучистоє растяженіе. ббщія свойства. Кинемати- 

ческій винть. Работа силь, приложенньхь кь точкань 
подобно-изивняєшой систень. 


Назовемь «зомолочичньми два положенія А и А" подобно- 
нзифнаєной фигурн 4. А и А" суть, по опреділенію, ві по- 
добиня фигурв. Два яхь злемента а и а, представляющих» 
положенія вь А и А" одного я того же 9лемента а фигурн А, 
также вазовень зомолотичньими. Коли а совпадаєть сь а", то 
злементь а казовень двойнькмо олементомь фигурь А и А. 


І. О лучистомо растяженіц. Пусть А--какая-вибудь фи- 
гура, 0--опреділенная точка послідней, Соединимь сь О всб 
точкя а фигурн А и ка прякнхь Оа постропиь точки а" так», 


чтобн 
Оа" 
В сао В 


гд5 Є--нфкоторое число, а отрізки Оа й Оас' ймфють одина- 
ковов направленів. Точки а", очевидно, образують фигуру 41, 
подобную фитурв А. О єсть двойная точка, а всякая прямая 
Оса'--двойная прямая оббихь фигурь. Такь какь фитурн А 
и ДА" подобнн, то каждую язь нихь можемь считать положе- 
ніви'ь подобно-изибнявмой фигурн А, точки а которой из по- 
ложенія а перетли вь положенія а, причемь точка О фигурн 
неподвижна, "Гаков движенів фигурн А назовемь лучистьмо 
растяженіємз (сжатівжь), точку 0 - центром посліднято. 
Итакь лучистни» растяженіємь пазнваєтся такое движеніє по- 
добно-изивнаємой фигурн А, при которох'ь одна из» ва точект, 
центрь растяженія, остаєтся неподвижной, а веб остальння 
точки движутся по прамнир, соединяющимь ихь сь центроюь 
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' 
, . аа 
растяженія. Отношеніе ой путя, проходимаго при зтомь 


какой-нибудь точкой а, кь первоначальному разстоянію азтой 
точки оть центра О растяженія (сжатія) назовемь кооффяцівн- 
тонь растаженія (ожатія). Очевидно, 


Оа'--Оа 
резч-чо- лі ляе 


ба Е--1. 


Пусть (а, а"), (8, В"), (, у)-- три парн гомологичнихь 
точекь фитурь А и А", 


Изь равенствь: 
1  Оа ОВ | Ох 


ва 0570 


хи заключаєнь, что прямня о кас, су нау, Ву ко ут 
соотвіфтственно параллельни. Слідовательно, параллельни и 
плоскости аВу, а". Но зти пряммя й плоскости тонологични. 
Ми получили таким» образом» теорему: 

Теорема ЇЇ. Коли подобно-изивнявивя фигура яспитн- 
ваєть лучистоє растяжонів (сжатіє), то прямня и плоскости 
фигурн движутся параллельно самим» себб. 

Сдьдствів. Прямня и плоскости, проходящія чрезь центр 
растяженія остаются непцодвижньми. 

дта теорежа вполднф обрясовнваєть лучистов ростяженів. 

П. Общаія свойства. Разсмотримь зд'сь состношенія между 
двуня положеніями А й А" подобно-изиВнявмой фигурн А. 

Теорема 111. Если два положенія А и А" подобно- 
изийбняємой фатурн А нифють двойную прямую І. то они нмиб- 
ють двойную точку О ка той же прамой. 

В» самомь дбВав, пусть а, 8, у. --точки прямой 1., пря- 
надлежащія фягурв А. Такь какь І-- двойная прямая, то го- 
нологячния точки а", 5",  фигурн А! также лежать на І. 
Итакь на прямой 1, лежать два ряда точекь (а, В, 1...) я 
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(а", 8", у,..). Но ети рядн подобин; слідовательно, теорека 
доказана 7). 


Теорема І.Ш. Если два положепія А и А" подобпо- 
нзибняємой фигурк А яифють двойную точку 0, то они ниб- 
ють одну двойную прямую /, проходящую чрезь 0. 

Доказательство. Пусть А п А'--два положенія фитурн 
А. 0--двойная точка фягурь А и А", (а, а") -- пара гоноло- 
тичинхь точекь посліднихь. Подвергнемь фипгуру А в» поло: 
жопій А" лучистому растяженію (сжатію), за центрь котораго 
примемь точку 0, до тіхь порь, пока растоянія Оах'" новнхв 
положеній точ:кь а" оть О не стануть равиний разстояніямь 
Оа ость той же точки О гомологичннхь точекь фигурн А. 
Точки а" образують фигуру А", которая, очевидно, конгру- 
фнтпа фигурв А, причень 0--- общая точка фигурь А и А". 
Но дві конгрузнтиня фигурн, нивющія общую точку, иміють 
двойную прямую, проходащую чрезь 077). Назовень ев чрезь 
І. Сь І, совпадають, саВдовательно, гомологичння прямня Ї и 
Й" фигурь А и А". Прямая І" фигурн А", гомологичная пря- 
мой І" фягурн А". гомологична и прямой І. Но прямня І" я 
Ї! совпадають (твор. ГІЇ, слбід.); слідовательно, совпадають 
прямня і и , т. в., Р есть двойная прямая фигурь А и А! 
0. Е. р. 

Перейдем'ь теперь кь общему случаю. 

Пусть А и А'--два положенія фигурн А, (а. а")--пара 
гомологичинхь точекь. ти точки суть центри пучков'ь гомо- 
логяичинхь прямнхь і и //. Перенесемь фягуру А, какь нейз- 
мбпявную фагуру, параллельно самой себб такь, чтобн точка а 


хз) Лрощенко Прозктивнвя геометрія, стр. 122. 
Замівчу, что, кромв 0, радьі (а, 8, 75), (х". В", у",..) пивють дру: 
гую двойную точку, которая лежить в» безконечности, 
ха) СВазієв. Заг Іс фбрівсетепі д'аяпе бяцге де Гогпе іпуагіарбіє дапз 
Г'єврасе. Сошрієз геадив Берф. дов Збапсев Фе ГАсайбшів дев Зсівпеев. 
Рагів, 1860, Т. 1.І. 
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совпала сь а". Пуєть новов положеніє фигурн 4 есть А". 
Гонологичння прямня Х и Ж" послфднихь параллельнн между 
сбой. Но дві фигурн А" и А". по только что доказанной 
творехв, ниВбють общую прямую І, (І", М"). Слідовательно, всля 
і--пряная фигурн А, гомологичная прямой І, то прямна і и І" 
Параллельнн между собой. 

Пусть теперь (8, В')--другая пара гомологичних» точект. 
Проведемь чрезь В прамую им, параляєльную прямой /. Гомо- 
огичная 71, пряная т" фигурн А! проходить чрезь 8" и па- 
раллельна шпрямой Й, такь какь кь подобно-изивнявкой фи- 
турь прямна остаютея прямнми, 8 углн не изивняются. Но 
пряна 1 я Ї параллельни: слбдовательно, параллельнн и 
прямня яп. т. 

Ми получили такимь образом» теорему: 


Теорема ІЛТУ. Если подобно-изифняємая фнгура А пе- 
решла изь положенія А вв А", то чрезь каждую точку а Фи- 
турм А проходить опреділенная прамая І, параллельная гомо- 
їогичной прямой фагурн А". Прямня І, соствітствующія раз- 
1нчнеиь точкамь а фигурн А, параллельнн между собой. 

Пусть А и 4'--два положенія фягурн А, (а, а')-- пара 
гонологичнихь точект, (1, /)--параллельння гомологичння пра- 
чна, проходящія чрезь а й а"! боотвітственно. Проведемь чрезь 
Ї плоєкость Х. Гомологичная Ж плоскость Ж" фигурн А" про- 
ходить чрезь /. Точку плоскостей Ж, проходящихь чрез» І, 
отвбчаєть вь А" пучекь плоскостей Ж, проходящихь чрезь І, 
Угодь (Хі, Х,), образувиній двужя плоскостями Ж, и Ж; перваго 
порядка, равень углу (31, А), образувмому двумя гомологичнним 
нлоскостями втораго, такь как» вь подобно измВнявмой систем Б 
углн не нзиВняются. Но оси І и /" зтихь пучковь параллельнн; 
саВдовательно, гомологичньня плоскости пересфкаются по пооиз- 
водящимь з прямого круглаго цилиндра с, проходящато чрезь 
| я Й, Такь какь поверхность, подобная прямому круглому 
цилиндру, есть также пряшой круглий цилиндрь, то, сябдова- 
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тельно, циляндру с гомологичень вь ДА" прячой кругянй ци- 
їиндрь о". Но с проходить чрез»ь І, слВдовательно, с" проходять 
чрезь 1. Кромі того, по предидущему, /" хежить ка о. Отеюда 
ин заключаємь, что с иа" пифють еще одну общую пронзво- 
дящую з. Захічая, что плоскости (1, 3) и (І", з) гомологични, 
ин заключаєвнь, что пряжає 3', гомологичная прямої з, должка 
лежать в» плобкости (І, 53). Но зта прямая дохжна лежать к 
на цилиндрі о" я, кро того, не совпадаєть сь /"; сяфдова- 
тельно, она бовпадаєть сь 8. 
Ми получихи такииь образоюь теорему /). 


Теорема І У. Два положенія Ан А" подобно-изивняв- 
мой фигурн всегда ямВють двойную прамую з и, слБдовательнко, 
двойную точку 0. (Тевор. ІП). 

Прямую з назовежь цекнтральной прямої, точку О---цен- 
тральпой точкой фитурь А и А. 

Проведень чрезь з дві плобкостя сі, с. Гомологичння 
ни» плобкости сі, о; фатурн А" дояжини проходить чрезь 5 
такь какь 5-- Ддвойная прямая. Уголь (с, с») равевь, по пре- 
дндущему, углу (ст, с). Прибавляя кь каждому изь 9тихь уг- 
ловь или вичитнвая общій уголь (сі, с,), найдемь: 


/ (зі, а!) і / (з, а:), 


что даєть теорему: 


Теорема Г,ИІ. Гожологичння плоскости оббихь фигур», 
проходящія чрезь центральную прямую, образують между собой 
одинь и тоть же угох». | 

Назовемь зтоть угодль уілома вращенія фигурь А и А! 
и обозначичь его чрезь 0. На основаній предндущаго для 
того, чтоби перевестя фигуру А изь положенія А в» положе- 





") Примьчаніє. Обращиаю вниманів на предложеннов здісь докоза: 
тезьсгьо., Оно легко можеть бьть приложечо кь гомограФическимь еигурам»ь- 
Авт. 
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вів А", нужно фнигуру, не изибняя вя размбровь, повернуть 
вокругь центральной прямой 5 на уголь б и затіиь подверг- 
нуть лучистому растяженію (сжатію), центрь котораго в» цен- 
тальной точкВ 0. Гозффицівнть растяженія или ожатія равень 


. аа 
ОНОШЄНІЮ у, » ОЛИ (а, а')--пара гомологичннхь точекь цен- 


тральной прямой. 

Для случая двухь безконечно-близкихь положеній подобно- 
зубнявмой фитурн получавиь теорому: | 

Теорема |УП1І. Флежентарнов движенів подобно-кзиВняв- 
ной фигурн состойть из» олемептарнаго вращенія (9 вокругь 
опредфленной прямой 5 и взлементарнаго зучистаго растяженія 
Їх, центром котораго служить опредіфленная точка О прамой 5. 

ШІ. О кинематическомо вцнтть. Назовень центральним» 
винтомь совокупность олежентарнаго вращенія 9 вокругь 9 и 
лучистаго растяженія (сжатія) «с, центром котораго служить 


. т 
опредфленная точка О прамой ю. Откошенів ду Назовонь та- 


9 
раметромо р винта. Самнй винть будеть обозкачать символохь 


(49, Ро). 

Условимся считать ФО положнтельной величиной, а т-- 
положительной в сдучайв растяженія, отрипательной вт случаб 
сжатія. "Тогда паражетрь р будеть положитедень вь первожь 
случав, отрицателепь во второжь"). 

Для того, чтоби геожметрически представить вянть (49, Ло)», 


откладнваєнь на осп 5 отрвзокь Оо, равпьй її ; и стрілкой 





") Примьчаніє. За недостаткомь міста я нехогу изложить ЗДВсь тео- 
Різ центральньшь винтовь я квіцуждень огослать Четателя кл. савдующему 
8мпуеку настоящаого труда. Огранитусь Вомбчанісм»ь, Что свойства кинома- 
тачеслих»ь и силовьіхь винтовь подобно-нзмВняємой системи тожественно, 
Такнизь образом отногительно подобно-изивняємой системьі можно повторить 
сова Бали, сказаннья имь вь пряміненій кь твердому тВлу: є.... зако- 
нм сзоженія кинематических»ь винтовь (іхуїзі) и спловнхь (уугепсб) тожосст- 
вень». Ва, І, сії, р. 11, 5 19. Ср. Роіпзовї, Тібогівє поцуєвіів ів Іа гоїайіою 
ев согра. Зопг. фе Ріошуійв, 1851 г, Т. ХУ, р. 22, примічаніє кь 6 90. 
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указнваємь сторону вращенія 19, затіжь откладнваєюь на той-же 
прямой 5 отрвзокь Ор, равний параметру р винта. Отрізкі 
Оз и Ор нибють однкаковов направленіє, есди паражетр»ь р 
положителен ; -- противоположнов, если параметр» отрицателек». 

Внведемь теперь формули для возможнихь перехіщекій 
точекь подобно-измнявмой фигурн. данібтимь прежде всего, 
что на основаній предидущаго всяков возможноє перем'вщенів 
фигурк сводится кь опредбленному центральному ванту («9,, Р.) 
Примемь центрь О послідняго за начало прямоугольнихь ко- 
ордикать 2, у, 2, приченмь ось 2 направимь по оси 45 вйнта. 
Тогда, если 2, у, 2 -- координати точки а фигурн, р--- угоїгь 
сь осью 2, образувнній прямой Оаг-- р, ф--уголь, образуєний 
плоскостью (95, Оа) сь осью х, то 


4) хітерепфогф, уеерзпретр, азерсєр. 
На основаній предидущаго, 
бфесдд, дрезротаеррдд, бфо-о: 
слЬдовательно, формули 4) дадуть: | 
04; «ек зтирОЗ(бр-- ряпрепфб а ретро д( рояф-нчвтьй) 


бу се зпирзтідр-Р ретерезфіф є ряпфід(ратф-Ь ся) | 
В) 
б2 се обро ееррсярбі 


081 же 0472-Ь бу? ба? ща бро різ під? аеро розі 

Послівдняя изь формуль Б) покозкваєть, что злементь 0: 

пути точки а лежить в» касательной плоскости кь прякоку 

круглому конусу, вершина котораго вь О, аосью служить ось 2. 

- При зтомь | 
оф зп 

С Ї 03) ша рзтиро тех тир , 
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Форнухн В) ножно помощью формуль А) представить вь 
мібдующеюь, бод'ве удобномь виді; 


В) базь(ро--у)б9, буз-(ру-ра)бд, дезеряб. 


Пусть а, В--двіь точки фигурн. Обозначая аб чрезь т, 
рез'н угловь, образувмнхь отой прямой єв осями координать 
грезв а, 8, їь найдежь: 


х--а"язра, у--у'зчр3ь 2--27-рї; 


5 2", у", 2'- координати точки 8. Формули 9") дають: 


б22---ба'як (Р(2---а") -- (у--У"))99 --р(ра---В)09, 
8") ду--ду"яз (Р(уч--у 4 а") вес рр ча), 


б2---0г'єе р(2---9')99еерруд. 


Вичислим»ь теперь работу парн вращенія ((Р, аВ)), пле- 
ють котороїй служить отрізокь аб. Боли Х, Ї, Й -- блага- 
ощія свян Р, дійствующей на точку а, то слагающія силн-- 
Р, дьйствующей на 8, будуть:--Х, --Ї, -- 2. Обозначая св'н 
(мовь, образувинхь сь осями коордикать направленіємь сихн 
Р чрезь Ж, ру у, пибеиз: 


Хо Р, Де Ру, Се РУ. 


Кроив того, прямая а3 перпендикулярна кь направленію 
чан Р. сабдовательно, 


ах КВУ зно, 


Возножная работа 21 пари (Р, ав) представляєтся вн- 
ахеніень: 


ОП. ее Ж (02-02) | ду-- ду") (92--дг") 
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ИЛИ 
Па Род | р(аА Ви. ту) К (ар ВХ), 


что вь силу послідней формули принимаєть вид»: 
ОП ся РЬьод(ар. -- ВХ). 


Но, воли М моменть царн, І, т, ю--св'я угловь сь осями 
координать прямой М, то 


яз Ро, арт -рпуззо, Йти -пузоо, 


такь какь Ппрамоя М перпендикулярна кь плоскости парн. 
Изь посблвднихь формуль внводни»: 


ПЛ, А Є 
Ву--Ть | ук--ау .  аро- й 


ні С 9 6 М м С ЗУ 
(аа) Оанрянуб -- (ад винен, 


вь силу формули: ах-КВи-рум--о. 
Итакь 





га 


ар ВА с іп, 


благодаря чеку, предидущеє вкраженів для 9П обратится вь 
слвдующее: 
Р) 3По- з Мпбдеч Мод, 


гдф 2--слагающая мохента М по оси вращенія 2. 
Формула /)) показнваєть, что работа пари вращенія вн- 
числяєтся точно также, какь работа цари Шуансо в» твердомг | 
тіВ18. | | 
Сяльдствте. Пара вращепія, моменть которой перпепдику - 
лярепь кь оси центральнаго вивнта, не пройзводить никакой 
работи. и 
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Внчисіниь теперь работу 8П, парк растяженія (Р. р). 
Вь первой главі ми виділи, что 


ЗП, ее Рір. 


Замбняя здбсь бр на робд и занічая, что Р есть  мо- 
ненть М, парн, получни»: 


Е) ЗП М рід. 


Нашь остаєтся вичислять работу СП, сили Р,, Для отого 
воспользувися формулами 5"). 

Коли Х, У, /--озагающія сихн Р, 2, у, 2-- коордянатн 
точки а, то 


ЗП, «з Хда-Ь Їду -Ь ба ее рдд( Ха Ту 22) 27-Х). 


ту формулу можно также получить, если приведежь силу 
Р. к'ь центральной точкі, ко зтоть внводь бложибе. 

Внося вь посліднюю формулу, вивсто Х, Ї, Й ихь вн- 
ражепія помощью величини сили Р и о8овь 2, и, у, образув- 
тьхоь нпобслідней сь осями, найдем»: 


РУ ЗП РОв|рбзачруучним)- Ну 


Теперь ми можемь внчислить работу силоваго винта 
(Р.., р»), щентрь котораго вь а, осью служить пряная а. За- 
зБчая, зто моменть винтовой нпарн равень Гр,, найдемь для 
искомой работи 515: 


оп, ее ЗО, ее Ррюд9 р РЕФ| рда ру р »2) (ср --уК)|, 
с) Пуха Род| ур, К(2-рру-ро2)р-Н (а - Ху) |). 





ж) //римьчаніє. Ото вараженів работьи снловаго винта значительно отли- 
чается оОть сСоогввтегвующей работью винта, двіствующуго на твердоє твзо!). 
1) Ср. Ва!!. І. сів. р. 12. 
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Изь полученной формули внитекаєть, что винть (р,) ке 
проязводить никакой работи по отношевію кь винту (р), если 


Н) ур. КС а-рву-Буг)р-К(ра- -Ху)--о. 


Назовемь такой виять (р,) особьімиа по откошенію кь 
винту (р). Подученному условію пе трудно дать геометряческоє 
толкованів. Для зтого замфтинь, что уравневніє оби (с) пибфеть 
ВИД»: 

Ето 0 6-8 


Р 
с-м р 


Х у. У 


Проекція отой оси на плоскости (2, у) представлятся 


уравненісм» : 
ване р. МУ. 


Кратчайшев разстоянів « зтой проекцій оть начала коор- 
динать есть: 


если 0--уголь, е8'ь которого равень у. Даліе вводя: 
Тачра, узор), аеро, 

получим: 
хе му Буг аероз (р, с). 


Итакь предкдущає условів приметь виде»: 
рес50-ЬазпО-рррез(р, с) 0. 


Можно бнло-би теометричеєки вивести зто условів. Но 
на 9отомь останавливаться не будемь я перейдемь кт изслідо- 
ванію формули 1. Предетавимь ве для отого в» савдующихь 
видах: 
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Н) Х(ра--у)-нр(ру-н 2) ре-кр.)--0, 
НИ) (ран) УнуСрю--2)- гру Зороозо, 


кз которну» краде прибавить убловів: 
Г) Хара руч 


Изь фориулн Н"") витекаєть. 


Творема БУШ. Центри параллельнихь силовихь вин- 
товь равнаго параметра р,, особихь по отношевію кь каинема- 
тическому винту (р), лежать вв плоскости Р. 

В» самомь ділі. вь отомь случаї величини Х, УНР. 
постояннн. 

Уравненів плоскости Р нифеть вид»: 


1) а(рА-Нв)-НУ(рю- -)-Кгру-руретчо. 


Такь какь р, входять вь чан, пезависящій оть (2, У, 2), 
то ин получаємь творему: 

Теорема ІІХ. Плоскостя Р, соствітетвующія различини» 
параметрам р,, параллельни между собой. Паракетрю ру про- 
порціональни разстояніямь Ш плоскостей Р оть центра кипема- 

тяческаго випта. 
В» саномь ділі, зтоть центрь есть начало координат». 
Йзь уравненія 1) для Ф получаєнь вкражанів: 


ачнидню Р ур уз й Пр - у - за чиветь укергиу ре 
ВЬ силу 1). 


Каждому направленію (А, р. У) силовнхь вянтовь отві- 
чаєть отдібльний пучекь т параллельнихь плоссостей Р. Кола 
(а, 5, 1)--направленів общей нормаля М кь плоскостямь Р, те 
направленія (Х, ц, у) и (а, В, у) назовемь сопряженньмо. 


Т. ХХІ. Завас. Мат. Отд. 7 
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Между сопряженннми каправленілми нифются східующія 
соотиошонія : 


2)  рі-кио- Ба, рь--Ко- 8, руз-- М, 


дБ Б--нфкоторнй вножатель. Возвишая зти уравненія в 
квадрать и сложивеь результатн, находим»: 


27) р-н 1--моо Б», 
откуда . 


3) Ве У1-рр--я. 


Вь силу 2") и послідней изь форшуль гу находии: 


р ДІ - р 4 рі)--рімач р(1 рі) В», 
1-р 
3") Ва- . 
Я Яр 


Умноживь уравненія 2) на Ж, ц й у собтвітственно и сло- 
жив» результатн, найдем»: 


ре Ка) -РВи- у») - Кос, М), 


откуда 





слідовательно, 
4) ска, М)я- Упр со; 0(9, Мчч, з даже 


Изь 2) и 3) саБдуєть: 


/1-рромо" у1ром "Урі 
що ус8 (с, М). 


Проведем»ь чрезь начало координать прямня 9 (Х, р, у) м 
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Т (а, В, т). ти пряжня и ось 2 встрітять шаровую поверх- 


ность, центрь которой в» начал координать, вь точках» 5, 
Т и /. 


По извістной формуті 
34 Т--сз/9с39 Т-рзпаУзт Тез. 


Но вь данномь случав 


с8ЙТ ану, сану, /(5,1)-- / (а, М), 
слідовательно, вь склу посхідней изь фориуль 5), 


6) єзо чо, 
что даєть теорему: 

Теорема ЇХ. Паовскость, паражлельная осямь 2 и с ки- 
нематическаго винта и особаго сяловаго винта, перпендакулярна 
кь нлоскости, парахлельной оси с послявдняго и сопраженному 
сь с направленію. 

Вншеупоманутий сферическій треугольникь 514. уголь 9 
котораго равень прамому, даєть: 


1Ч9ТГ --зть7ої97 
или в» силу 4) 


- - лом 2, 


1) соіЙ ср. 


откуда 


Ми получили таким» образомь теорему: 

Теорема 1,ХІ. Плоскость, параллельная осямь киненати- 
ческаго и особаго силоваго винта (р,), образуєть постоянньй 
уголь / сь плоскость, параллельной оси кинематическаго винта 
и направленію, сопряженному сь с. Сої/ равень параметру р 
киненатическаго винта, 
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Баждому направленію (2, ш, у) особихт виятов» (9,) отві- 
часть отдільний пучекь параллельннхь плоскостей Р, а мехлу 
ними одна плоскость Р,, точки которой служать центраму вин- 
товь направлекія (Х, уз У) я параметра р.. Замвчая, что урав- 
ненів 1) 


а(р-Ер) УФ) -гру-уретто 
удовлетворяєтся величинани 


Фе 
дазу--о, /А-- 
р 
ин заключаємь: 


Теорема ІХІ. Плоскости Р,, соотвітствующія одниако- 
вому параметру р, и различнимиь направленіямь (Х, р, У) осо- 
бихь винтовь, проходять чрезь опредфленную точку 2. оси кине- 
матическаго винта. 

Точку Х назовемь полюсома паражетра р. 

По данному полюсу с легко постройть плоскость Р,, со- 
отвітствующую данному каправленію (Х, у. у). Для зтого чрезь 
с проводииь прямую с (Х, у, у). Затіиз чрезь ось киномати- 
о чебкаго винта проводимь плоскость 9, образуюшую сь плос- 
костью (2, с) угожь /. сої» котораго рапень параметру кине- 
матическаго випта. Плоскость Б, проходящає чрезь прямую с 
я перпендикулярная кь плоскости (2. с), вотрітить плоскость 
5) по нормали М кь искомой плоскости Р,. Такь какь посхід- 
няя проходить чрезь полюєв с, то она вполив опреділона. 


Положим»ь, что прямая с (Х, м, у) перпендикулярна кь оси 
2 кинематическаго вивта. Тогда плоскость Д/ будеть перпенди- 
кулярна КЬ 2; слідовательно, и прямая М порпопдикулярна 
кь 2. Отсюда мн заключасмь, что в» отомь случав Г, прохо- 
дить чрезь 2. Замічал, что 


19(с., Р.) яе сої(с, М) 
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ї что в» данномь случав 


ужео, 


лов силу второй кзь формуть 4) получаєм»: 


19(, Р. )я- р, 


чікь доказниваєтся сябдующая теорема: 

Теорема ІХПІ. Если силовой винть (р,), ось котораго 
перпендикулярна кь оси кинематическаго винта (р), будеть 
особнизь по отношелію кь посабїднему, то і9'5 угла, образуе- 
хаго сь осью первато винта плоскостью, проходящей чрезь єго 
деятрь и ось втораго винта, равень параметру посліднято. 

Фамітимь, что вь отомь блучаВв плоскости Р,, сопряжен- 
ння сь направленіями винтовь р,, проходять чрезь ось кине- 
матическаго вита, а параметрь р, можеть бить пройзвольннм». 

Вь саномь діб, в» разсиатряваємом» случаб, уравненів 
шоскости Р, н условів Н"") принимають вид»: 


(РА -Ев)-НУ(ре--3)--0, 


9то--уравненіє шлоскости, проходящей чрезь ось 2, й вь него, 
дбйствительно, парамстрь р. не входить: 

Положимь, что прямая с (2, р, у) бовпадаєть сь осью 2. 
Плоскость (2, с) вь втомь случав становится неопреділекной. 
Но нормаль Л/ вполиф опредблястя предидущимь построенісм», 
Вь саноюь ділі, в данномь случав обВ плоскости Б и 9 про- 
ходать чрезь / и не совпадають одна сь другой, такь какь 
одна язь нихь перпендикулярна кь плоскости (2, с), з другая 
образуєть сь послідней угожь, отличний оть прямого. Отсюда 
їн заключаємь, что прямая Л/ совпалаєть сь 2; слбдовательно, 
Р, перпендякулярна кв 2. Зажічая, что в» зтомь гслучаб Р, 
есть центральная шлоскость винта (р.), мм заключаєм»: 

Творема ІХІУ. Бели силовой винть фр), ось котораго 
Параллельна оси кинежатическаго винта, будеть особниь по 





102 Д. Н. ЗЕЙЛИГЕР», 95 


отношенію кь послїВднеку, то разстояніс центральнихь плоскос- 
тей обонхь винтовь равно (по абсолютной величянів) отноше- 


нію г параметровь винтов». 


Пусть А (Є, т, ()--Бакал-нибудь точка , пространотва. Йз- 
слбдуєюь распреділенів особихь винтовь (),) проходящихь 
чрезь А. 


Уравненія оси с викта ижіють видь; 


ач - аа нананананичню ть бий 


гд 2, у, 2--Боординати центра. Йсключая Х, р и у между зтини 
уравненіяни и Н"'), находинь: 


8) (8-2) (р2--у)-Н(п--) (ручна) -Н(О--2) (ре -кра)зео 


что можно представить вь слдующемь виді: 
8") р(а?-ру1-ь22)--а(ріннт) - - Ура -5)--е( ро -ре)зераз, 


дто уравненів шаровой поверхности 9,. Замбтиюь, крохб 
того, что поверхность 9, проходить чрезь А й точку: 0, 0, 
б х 3 5 
р? т. 6. чрезь пшолюсь 2 параметра р.. то прямо саб- 

РА 


дуеть низь уравненія 8). Мн получили, саВдовательно, теорему: 


Теорема ІХУ. Существуєть безчисленнов множество си- 
ловнхь винтовь параметра р,, проходящихь чрезь точку А я 
особаяхь по отношенію кь данному кинематическому винту (7). 
Центри зтихь винтовь лежать на паровой поверхности юд, 
проходящей чрезь А и полюєь параметра р». 


Саодствіе. Особне винтки равнаго параметра р., центрожь 


которихь служить 4, лежать вь цлобкости (4); касательноїй 
вь А кь шару ю,. 
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Уравненів шплоскости 4), очевидно, есть уравненів (8), 
если мов цосяївднемь будень считать перемівниний 2,7 и С, 
3 постоявнния г, у, 2, которня вь отомь случайв східуєть раз- 
сиатривать, какь координати точки А, принимаємой за центрь 
особато вита. 

Координати а, 8, у центра шара 9, опредфляются язь 
форнуль: 


9) дра-ері-ру, 2рд--ри--3; 2руз-ро-- ра. 


Замічая, что ан З оть Р, и ( не зависять, заключавнт: 

Теорема ІХУЇ. Центри шаровь 9,, соствітствующихь 
различиниз параметрань Р,, лежать ка прямой 1, параллель- 
ой оси кинематическаго винта (р). Прямня 7, соствЕтствую- 
щія раздичнниь точкамь А прямой М. параллельной оси вннта 
(р), совпадають. 

Сльдствіє. По предндущеку, особнв винти равнаго па- 
рашетра р,, центрь которихь вь А, лежить вь плоскости (А), 
касательной кь шару 5, На основаній послідней теоренн 
заклочаєн: 

Теоема ІХУ1І. Плоскости (А), соствітствующія различ- 
яйиь параметрам Ф,, обертивають прямую М,, перпендику- 
1ярную вь А кь плоскости, проходящей чрезь точку А и пра- 
чую І, 

дту прямую М, назовемь осью точки А. Ось М, есть 
ось пучка плоскостей (4), вв каждой изь которихь лежить 
бечисленноє нножество особихь винтовь параметра р, кифю- 
щихь центромь точку А. Ось точки А на основаній теоремн 
ЇХУЇ перпендикулярна кь оси кинематическаго винта (р). На 
основанія той же теореми заключаєм: 

Теорема ІХУШІ, Оси точекь прамой, параллельной оси 
вннта (р), параллельни между собой. 

Такь какь ось М, точки А лежить во вебхь плоскос- 
тяхь (А), то, саВдовательно, вянть пройзвольнаго параметра, 
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. 0сь котораго совпадаєть сь Л/,, а центромь служить А, бу- 
деть особикь по отнотшенію кь кинематическому винту (р). 

Пусть теперь (а)--какая-нибудь пхоскость. На обповаплін 
предхндущихь изсябдованій ми можемь судить о распреділеній 
вь (а) особнх»ь винтов' даннаго чаракетра р». 

Такь, центри паралхельнихь винтовь лежать на прякой. 
Центри винтовь пересіклющихся вь одной и той же точкі А 
лежать на окружности, проходящей чрезь А. Каждая точка А 
есть вообще центрь лить одного винта. Только вь тоз'ь слу- 
чаб, когда ось точки А лежить вь (а), точка А есть центре 
плоского пучка винтовь равнаго параметра р.. Точку А і» 
отомь случав назовень тполюсома плоскости (а) по отпошенію 
кь параметру Рг. 

Легко доказать, что каждому параметру Ф, соотв'втетвуєть 
вь (ф) лишь одинь полюсь А. Для доказательства обратимся 
кь уравиенію 5): 


а) (5-2) (ре--у) УК (2--у) (руна) (0--2) (ре-кра)зєо, 


Внше бнло указано, что, если 2. у, 2--кобординатн центра 
А спловаго винта (р,), то зто уравненів представляєть плос- 
кость, вь которої лежать веб обобне випти одного й того же 
параметра р». Сабдовательно, А--полюєв плоскости ас). Решии» 
обротивй вопрось. Дано уравпеніве 


а")  Ав- ВАС 


плоскости а); требустся найти ея полюсь А (2, у, 2). 
Для отого необходимо внразить, что уравненія а) я а!) 
представляють одну й туже плоскость. Написав» а) в» виді: 


Є ра--у)-нт( ру -2)-НС(р2 кра) зер(аа-ь у 29) гра, 


находимиь схвдующія убловія, при которнхв точка (х, У, 2) 
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бухеть похюсоюь плоскости ж): 


ря--у | руфа | реЗфро | р(а2-ру? еаре 


-- 
«тара вия ОС 


Но первня три отношенія дають: 


ра--у | р(а2-руз-р2?)-р2ра, 
А "| | Ах--Ву-Са | 7 








савдовательно, 
Ах Ву-ьСг- 0, 


что само собой очевидно и могло бить написано сразу. Для 
опредбленія точки 2, у, 2 у нась ижвются, схвдовательно, 
травненія: 
ра--У || руя | реЧро. й Са 
Унів і ни 2-Ь Бу- С2 ее Р 


данічая, что зти уравненія первой степени, мн заключа- 
сир, что дійствительно, существуєть лить одинь полюєсь А 
шиоскости а) по откошенію кь данному параметру ?.. 

Между координатами (2. у, 2) полюса имВются два сост- 
ношенія 


не зависящія оть параметра р, ти уравненія представляють 
прякую линію, Отсюда мк заключаєнь: полюєм паоскости а) 
по откошенію кь различини» параметрамь лежать ка прамой. 

дтииь мн заключях»ь  нзслідованів свойствь силовнх» 
винтовь, по отношенію кь данному кинематическому винту. Ото 
Носібдованів ке можеть претендовать ка похноту и закончен- 
нОСть, такь какь в» зтомь випусків нашего труда ми им'Бли 
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вь виду лишь кобнуться дбоотношеній, существующихь между 
винтами силовний и кинематическими. "Только в» четвертонь 
внпусєев, посвященномь кинематикв и динамикі подобно-изиф- 
наомой системні, ми будем» им'вть возможность обрисовать оти 
состношевія сь достаточно полнотой. Зам'івчу хить вь заклю- 
ченів, что свойства силовихь винтовь, не производящихь ра- 
ботві, значительно измівнчются при переходів оть твердаго тіла 
кь подобно-изифнаємой систе"). 


1891 года, 25-е Февраля. 


УКАЗАТЕЛЬ ЛИТЕРАТУРЬ, 


Роїпзої. | Ківшбиів дв Зіабідие. 8-шв 64. Ратіз, 1849. 
» Тібогів поцувіїв де Їа гобабіоп дея согря. Фопг. де 
Піопуйїв, 1851. Т. ХУЇ. 
Ваії. ТрЬе Тівогу ої 8сгем8. Дибії, 1876. 
СЛазієз.  Хоїв зит Їе8 ргоргібіев єбпбгаївя да вувібте в Феих 
7 согрв ветібіаЮІ1е8 вийт'вих віс. ВиШефіп доз ясівпсез 
шайб. р. Кбгиввас, Хоу. 1830. 

(таювітиз. ТРеогебізсье Меспапік 8баггег Зузіеше. Вегіїп 1889. 
В» отомь сочиненій обработана геокетрическая сто- 
рона теорія Баля. Авторь, какь и мн, Ззанимаєтся 
вопросомь о геожетрическомь представленій возмож- 
наго козффицівнта двухь вЖнтовь и даєть два рб- 
шенія отого вопроса. (Кар. ХХ, 8. 404 и 506). 
дти ріЕшенія гораздо сложинфе предложеннаго наши 
(Вни, ПІ, га, У, стр. 50), позтому бтатеїїцо не 
могь извлечь наь нихь никакихь приложеній кь тео- 
рій винтовь, тогда какь нам» низь нашего рішенія 
удалось внвести всю теорію винтовт. 

Услей. | ТЬеогів дег Вемекапх ппд дег Ктаів 1879--1880. 


ху Ср. Ва!і!, 1. сіє, Сп. П, 6 13 н 14, Сь. ШІ, 5 29 к 93, Сь. ЇХ, 6 80. 
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ПРИЛОЖЕНТЕ. 


ГОМОЙОГРАФЬ. 


Здісь поміщу описанів сложнаго циркуля, вв которонь 
три точки движутся такь, что треугольникь, вершинами кото- 
раго служать зти точки, остаєтса подобнимь самому себб. 
доть приборь можно назвать гомойографозь 7). 

Существенную часть гомойографа составляють два ромба 
АВСЬ и АЕЕС (ч. 13), нифвющів точку А общей вершиной. 
Вершини В я Д перваго рожба соедяненн св вершинами Би С 
втораго равнними стержнями ВЕ и ДС. Кромі того, на РС 
построень треугольникь ДСН, вь которомь 


АРе--РН, АСе- СН. 


Докажеуи», что угян треугольника СЕН не изиїнаются. 
ПЦрежде всего замфтимь, что треугольники АВЕ и АСФ 


равни, откуда - 
а) / ВАЕ--/ РАС. 


Но вь ромбв БАС. діагональ АР" всть -равнодблащая 
уча БАС. Східовательно, вь силу а) АР будеть равнолі- 


я) Цримтчаніє. Гомойограєь бмаь мною постровнь в» 1887 году и 
тогда же его теорія біла наложена на одномь мзь засіьданій Новороссійскаго 
Общеєтва Естествошспьтателей. Авт. 
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лящей угла ВАР. Но равнодфлящей послідняго служить діа- 
гональ АС втораго ромба. Сабїдовательно, прямня АС и АРК 
совпадають. Точка С во все время движенія оставтся на окруж- 
ности, центрь которой вв |), така как стержни АР, СР и НР 
равин. дамічая, что хорда АЛ зтой окружности не язиВняєтя, 
заключавмь, что и уголь АСН также не изифнаєтся. Но точки 
АС и ЕК лежать ка прамой, слідовательно, не міЕняєтся я 
уголь ЕСН. Точно также не изивняєтся уголь СЕН, такь 
как» точка Р" остаєтся на окружности, центрь которой в» С, 
радіусами служать равине стержня АС, ЕС и СН, а нензиб- 
няємой хордой линія АН. Но, воли в» треугольнинв СЕН 
остаются постоянинми два угла, то и третій не язиїняєтся. 
Итакь, дійствительно, вв описанкомь шприборб изивняємій 
треугольникь СЕН остаєтся подобнимь бамому себб. 


Одесса, Сентябрь 1887 годь. 


| 
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ПРЕДИСЛОВІЕ. 


Задача, которую ин пресхбдуєнь вв настоящей» работі, 
состойть вт опредіфленій чисховой величини когффиціента аб- 
солютной сжимаємости ртути.-Сь зтою цілью ин одковременно 
їзсябдовали ее по двумь прикятни»ь вь наук методамь-- Бе- 
стації и Фашіп'а--ий еще по третьей, которую легко установить, 
нстода изь уравненій Цатаб, данннхь вь его є«Їесоп8 8иг 
Ібіазбісіїб дев согр8 воЇїде8» и в седьмокь мемуарів Веспації: 
«Ре Їа сотаргеззібійіб дев ШШдиідев, ві еп рагбісиіїіївг дв 
сеПе да шегсцтв». Сопоставленів полученнихь такимь образокмь 
трехь радовь чисель приводить нась кь убіжденію, что ме- 
тода Фаштіп'ай не вподні согласна сь требованіями творій упру- 
гостя, я что ока, вв другомь только виді, заклоючаєть в» себі 
недостатки старой методі Сапіоп'а. Теорія упругости указн- 
ваєть висоті сь тфизь путе, по которому можно перейти ть 
козффицієнта сжимаємости, получаєнато по методі Чашіп'а, КБ 
нстянному козффицієнту сжимаємости, я тбиь самниь рішаєть 
вонрось ясно и опредфленно. Такимь образом», наше изсхівдо- 
валів заключаєть вв себф данння, на основаній которнхь мн 
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можемь птподтвердить справедливость теоретическихь формуль 
Пашб и обвединить експериментальння методи Сапіопа, Ве- 
спам и фашіп'а. Такь какь, однако, фориульи Гатб в ихв 
общемь виді требують знанія двухь козффицієнтовь упругости 
пієзометра, то ми посвятили отому вопросу отд'бльнов йзслідо- 
ванів, причемь подвергли піезометрическія трубн гнутію и кру- 
ченію. ШОказалось, что разница между внчисленіами, произве- 
денннми по пожнниь форнухань и по упрощеннниь, заклю- 
чаєтся всего вв предфлахь ошибокь опита, всяВвдствів чего 
ин считаємь возможнниь пользоваться посявдними, хишь бн 
лівзометри били приготовленн изь стекла. 

дто изслвдованів бнло задумано и отчасти уже внпол- 
нено до появхенія работн М. Ашакаї, затрогивающей тоть же 
вопрось; хотя методи наши значительно разнатся между собою, 
тфиз не менфе мн праходимь кь тождественнниь результа- 
там, й оба внеказнваємся в» пользу теорій упругости. 

Настоящая статья заключаєть вь себв три главн. Ве» 
первой -- вь нсторическомь порядкВ вкратці изложенн язслі- 
дованія по сжимавности жидкостей, причемь главноє вниманіс 
обращено на развитів методь; во второй -- заключенн резуль- 
тати опреділенія кубической сжимаємости стекла и приведенн 
числовня значенія, характеризующія постоянную Роїззоп'а раз- 
хличинх»ь тверднхь твль. В'ь третьей -- похібщенн результатн 
собственинхь кашихв изсявдованій сжлиавности ртути й стекла. 

дто изслідованів било произведено вв физической  забо- 
раторія Ихкператорскаго  Новороссійскато университета, я ин 
считаєнь своймь пріятньйшимь долгомь вразить здісь нашу 
глубокую признательпость завфднвающему єю профессору бео- 
дору Никифоровичу ПШІведову. которкй ке только любезно пре- 
доставить вь наше распоряженів необходимнв йикструментн и 
матеріалн, но сь живвйшимь участівмь относился кь успіхань 
отой работ й не отказнваль камь в свовиь сов'ті. 


Одесса, 25 февраля 1891 года. 
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ГЛАВА І. 
Историческій очеркь. 


1. Цервна изслідованія по сжикаемости жидкостей откно- 
сятся кь началу ХУП стожітія, когда Васоп !), вь 1620 т., 
заключивь воду вт польй свинцовнй шар, запаяль отверстів 
я сплюснуль его сначала ударомь колота, а затим» под» прес- 
сок до просачиванія води черезь его ствнки. Васоп вниесь 
їз отого опнта убіжденів, что вода ожикаема, хотя и в» 
очень слабой степени; свов заключенів он основнваль на том, 
что обьемь деформированпаго шара меньше начальнаго, стало 
бнть, начальний обвемь жидкости ушеньшидся на величину 
сжихаєности водн. 


Вь 1667 году, членн извіетной академій де! Сішепіо 3) 
занявись зтимь вопросомт и сдблали цблнй рядь опьтов», ко- 
торне привели яхь кь отрицательному результату. 


Сначаль они видули большой шарь й8ь стекляной трубки 
ї напожнили его водою; кь свободному концу капихлярной 
трубки опи припавли другой резервуарь, также наподненньй 
ВОДОЮ, з соединительную капиллярную трубку изогнули. Погру- 
зивь тарь вь тающій ледь и подогрівь резервуарь, они раз- 





) басоп. отит огдапаго. ІБ, ЇЇ, сар. ХУ) см. Уісіїв. Соптв йе 
ріузідце. Топ І, Зесопіїв рагіїв. Рагіз, 1884, р. 513. 

13) Зассі ді пабиго|і врегіваго Гайко пвіі"АссаЧетіа 4еі Сіпепіо у сар./, 
Рігепле, 1667. 








ііз Г. Г. ДЕ-МЕТЦЬ. 4 


счатьвали занійтить пониженіє уровня в» капиліярбі, такь какь 
пари води подогріваєнаго сосуда доїжнни бнли производить 
значительнов давленіє; однако, яхь ожиданів ке оправдалось. 


Такую неудачу легко обряснять самою постановкою опнта: 
приборь акадешиковь бнль вь сущности дистихляторомь, и 
ларн води резервуара при охлажденій у стінокь холоднаго 
капихляра пройзводили увеличенів начальнаго обьема жидкости. 
Если бн между шаромь и резервуароюь биль слой масла или 
ртути, то они нашли бн нскожов явхенів 1). 


2. Постів первой неудачи они произвели второй опнть 
сжинавности водн в» Маріоттовой трубкіф при давленій ртут- 
наго 'Столба в» 9.6 атиосферь, но искомаго явленія опять-таки 
не затим. 


3. Наконець, они изготовили серебряньй шар», наподнили 
его водою ни отверстів наглухо зазинтили гайкою. Когда они 
подвергли его сбильному давленію, то вода стала просачиваться 
наружу, и стінки его покрнлись росою. Зтоть радь попитокь 
приветь академиковь де! Сішепіо кь заключенію, что вода не- 
сжимаєма, кь заключенію невірному й обратному тому, кь ко- 
торому гораздо раньше пришель Васоп. 


4. Мифнів о несжимаємости жидкостей господствовало цфі- 
106 стодітіє, пока, вь 1761 году, Фобп Сапіоп 2) не взяхся 
вновь за зтоть вопрось, Ему удалось не только показать, что 
вода и нбВкоторня Другія жидкости сжимаємн, но ему хотілось 
даже нсключить вліянів деформацій самого сосуда. Онь посту- 
лаль схфдующикь образомь: приготовивь сосудь ка подобіе 
большаго теркометра, онь точно опредфляль отношенів обрена 
одного діфленія капилляра кь обзфему всего шара; капохниль 


1) Возможно, что вь приборів бьшо недостаточнов довленіе, такь вакь 
вь сообщающихся сосудехь сь различньми температурами упругая спла пара 
равна давловію, соотввтетвующему низшей температурф. 

2) Сопіоп, РБіЇ. Тгапв., 1761 и 1769. 
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его изучаєною жидкостью, прокипятиль послфднюю, чтоби осво- 
бодить.єв оть воздуха, и запаяль капиллярь совершенно такт, 
какь поступають при приготовленій термометра. Подобньий со- 
судь окр постить под КОЛОКОЛЬ воздушнаго насоса, в» 
верхней части котораго било висверхено отверетів для того, 
чтобн запаянний конець капилляра можно било вндвинуть 
за предіаь безвоздушнаго пространства в» окружаютшій воздухь. 
Давь установиться температурв и зам'втивь уровень жидкости 
вь капилларб, онь отлашвваль оконечность послідняго, всх'д- 
ствіє чего уровень падаль на б діленій. Онь считаль, что на- 
блюдаємов пониженів есть сумма двухь еффектовь; сжимаємости 
жидкости и упругаго расширенія сосуда; чтобь яєключить по- 
слбднео, онь впускаль воздухь подь колоколь насоса, вел'вд- 
ствів чего уровень жидкости в» сосуді подпимахся на 0" ді- 
ївній, Сапіоп пожагажь, что нстапная ожимаємость жидкости 


0---0" 
Ха "7 РИ, з (1) 


тав Й/, есть внутренній обьень сосуда, а Р--давленів в» ат- 
косферах. 
дтою кетодою онь нашехь, что ковффицієнть сжимаєвмости 
вод 
Ха 7 0.000046, 


число довольно близкоє кь установивтемусєя теперь в» наук, 
хотя оно внражаєть такь назнваємую кажущуюся сжимавность 
Хау 2 не абсолютную у,. | 

5. Опнти Сапіоп'а прошли би безслідно, есля-бн в» 
1819. т. за никь не взвлся Засоб Регкіпв ), а вь 1823 г. 
язвістннй Овт8іейі, изь Копенгагена. 

Регкіо8 впервне даєть названів «півзометра» прибору, 
служащену для йзученія сжимавности жидкости, я его работи 


1) Регкірв. РБі). Тгапв., 1820. 
Т. ХІІ. Зап, Мат. Отд. 8 
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ннтересян, какь по значительности давленій, которнив ок 
подвергаль жидкости, такь и по разнообразію способовт, кото- 
рив онь примВниль кь рішенію вопроса; хожно только пожа- 
ять, что они не отличались необходимою точностью. Он упо- 
требляль металлическів півзометри, сь одного конца наглухо 
задфланнне, а сь другаго запертне цилиндрическимь поршнекь, 
ходившемь на магком'ь треній в» кожанномь кольці (Роїїв й 
спіт); наполийвь півзометрь водою и заперши его поршнем, 
-онь отифчаль глубину погруженія поршня особниь вивбшнимь 
кожаннииь кружкомь, которнй на мягком'ь-же треонін сколь- 
зиль по вифліней части поршня; вь начал опита ототь кружок» 
плотно прилегаль кь верхнему донвшку сосуда. Затіиь онь 
погружаль півбзометрь вв пушечний каналь, также наполнен- 
ній водою, закриваль всі; отверстія, кромі того, черезь кото- 
рое передаваль помпою давленів внутрь капала, и производить 
сжатів. Во время сжатія кружокь первифщался по поршню на 
разетоянів. соотвіЕтствовавшев величинф погруженія поріпня. 
Зная вев разміври сосуда и поршня, можно бнло опред'іхить 
сжимаємость водні, но, конечно, о большой точности результата 
здісь не могло бить и річи. 

Регкіп8 придумаль между прочимь еще одинь способ» 
доказательства й опреділенія сжимаємости жидкостей, закі- 
нив изивренів обьемовь язмбреніємь вісовь. Онь устрокль 
цилиндрическій сосудь, сь одной сторони закритий наглухо, 
а сь другой--клапаном», откривавшимся внутрь его. Напол- 
нивь сосудь водою, онь взвбшиваль его й помбщать вь пу- 
шечний каналь. Под» вліянівмь большаго вифтняго давленія 
и всл'івдствів сжинаємости жидкости, клапант открнвался внутрь, 
и часть жидкости переходила йзь пушечнаго канала в» собуд». 
«Когда окь его взвівшиваль вновь, то находиль приращенів 
вівса. Изь свонхь изифреній Регкіп5 нашежть для водн 


ач 0.000048 7). 
1) Овтвіеді, Апо, фе сбіш. ев йе.рБув., 1823, 5. 22, р. 196. 
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б. Бошбе точнна работи по йнтересующему нась вопросу 
начатись Овгвієдіонь 1), вь 1823 году. ШПодобно бєвовив 
предшественникамь, онь также изучаль ожимаємость водні, но 
только при малнхь давленіяхь ость 0.33 до 6 атмосферь п 
при одной и той же температурв. Приборь его общензвістень?); 
овь употребляль лервопачально латунний півзожетрь сь весьма 
толестних стівнкахи, сь цілью избігнуть расширенія стфнокь 
(1823), а затьиь (1828)--стекляннй, свинцовнй и оловяненій; 
онь прикріплать піезометрь кь хатунной пластинкбв, ка кото- 
рой понмбщаль термометрь и воздушний манокетрь. Пригото- 
вленний такимь образом» пієзометрь погружалсоя в» крВпкій 
стекляной цилиндреь, запаянний сь одного конца, а сь другаго 
оканчивавшійся  металлическою оправою и водяною покпою., 
Цилиндрь бнів вапоялнень водою, и чтобн ока не сившива- 
зась сь нопнтуємою водою піеєзожетра, Овг8феді вь виді йн- 
декса впускаль каплю ртути вь его капиллярь. Отоюда видно, 
что Овгвіеді, подобно Регкіп5 у, производиль одновреженно вну- 
треннеє й внфшнев сжатів и опреділяль, слдовательно, кажу- 
щуюся сжимаєность жидкости 


0" 
Ха ш- РИ, 2 . (2) 


тдв б" єсть кажущееся уменьшенівє первоначальнаго обрьема 
Шезометра Й/, при двухстороннемь давленій Р. Согласно воз- 
зувнію Шатоб, между величинами 0 и б", наблюденними Сапіо- 
п'ом», и величипою 0", каблюденною РегКіпзомь и Оег8івді ом», 
существуєть связь, 


0'-Ь0" зб, ' (3) 


1) Оствіейі. Аою. де сбіш. ев дв рбув., і. 21, 1822, р. 99 ; 6.22, 1823, 
р. 193; 5. 38, 1828, р. 326. 
з) ашір ев Воціу. Сопгв йе фБувідце. Тоше Ї, вас. ТІ, 1882, р. 121, 
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которав шпозволяєть нам вниквуть вь синоль ихь изибреній, 
а именно, что зтими, на. первнй взглядь, разними прієнани 
всв они нзифряли лишь кажущуюся сжимаєность у, Я вовев 
не исправляли свойхь результатовь на кубическую сжимаєность 
ко стінокь півзометра. Йзь свойхь изиВреній Овгзїейі нашехе, 
что ожикаєность водн 1) | 


Узт-0.000045 


и показаль, что она постоянна в предфлахь давленій єть 
0.33 до 6 атиосфер». 

Овгзієді полагаль, что кажущаяся ожимавность у, близка 
кь дБйствительной у, если производить ольтн сь тонко-стін- 
ннизь сосудожь и подвергать его одновременно внутреннему я 
вифвшнему сожатію. Чтоби подтвердить оту мисль, онь изибрять 
ожимаємость водн вь стекллномь и свинцовомь півзожетрахь; 
найдя из 9тихь опитовь одно и то же число для козффи- 
цівнта сжямаємости води, онь считаль свою жколь доказанной, 
а внводн теорік упругости опровергнутнин 2). Согласно дальнбй- 
шену развитію того вопроса жожко предположать, что изиб- 
ренія Оегвївдба не бнли настолько точни, чтобн обнаружить 
разницу между кубическою осжимаємостью К стекла и свинца, 
разницу весьма малую по своей абсолютної величині, так» 


как 
стекло К--0.0000020, 


свинець --0.0000059. 


7. Оевргеіг?), вь 1823 году, внесь нікоторня ухучшенія 
в окспериментальную сторону отого вопроса, зам'Внив'ь в'ь воз- 


1) Осгвівді. Апо. фе сбіг. вв фе ріуз., 1823, ( 22, р. 196. 

2) Уісіїв. Пос. сів, р. 519. 

3) Девргеіз. С. В, ХХІ, 1845, Хоїв ваг дев ехрбгівпсев вхбепібез 
еп 1829. 
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душномь манометрів воду--ртутью и ртутний яндексь над» во- 
дою вь капихлярб півзометра--воздухомь. Крок того, он» 
погружаль півзометрь вь ванну постоянной температурн, ко 
зато, шодобно свониь предшественникань, игнорироваль по- 
правку на дефоржацію стінокь. Он-ь доказнваль, что бжимає- 
лость не пропорціональна давленію, но 9то утвержденів впо- 
слвдствія не оправдалось вь преділахь его же давленій. 


8. Вь 1837 году, СоПадоп ві 5китш!), изь Женеви, пред- 
приняля новую большую работу, посващенную сжимавмости жид- 
костей, причею»ь интересно то обстоятельство, что они значительно 
приблизялись кь истинному опредфленію деформацій піезометрв. 
Сь тою цілью они опредблили ковффицієнть лийейнаго рас- 
тяженія стеклянаго стержня и нашли, что а2-0.0000011. От- 
сюда они виводили величину кубической єсжимаєности ціезо- 
хетра Б, похохивь 


рез Зазн0.0000033, (4) 
что, однако, не вірно, такь как», бсоглаєно теорія упругости, 

резЗа(1-- да), (5) 
ТАБ с есть отношеніє поперечнаго сокращонія В кь линейному 
растяженію а. Шоложивв, согласно Роізвог у. " шо д се 0.25 
дя всакаго нзотропнаго тіла, находихь 


За 


, Еке'у ян0.00000165. (6) 


Что кадаєтся ихь методі, то она цілякоюь била займствована 
т Оствіедб'а, Сь тою жхишь разницею, что ихь манометрь бнль 





:) Сойадоп ев Збагшщ, Апо. фе сбіш. ві фе ріув., і, 36, 1897, рр. 
П9--159 и рр. 225-961. 
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воздушно-ртутньй, и пісзометрь погружался вв ванну постоян- 
ной тенпературн. Зта работа по свойжь достоннствамь внді- 
ляєтся низь ряда только что покменованннх»ь, за что и бніа 
удостовна премія Парижской Акаденін Наукь вь 18317 году. 
Они наши, что кажущаяся сжимаємость водн 
Хат-0.000048 1 при 09, 
а нстиннах 
Уат-0.0000513 при 09. 


Ото число слишкомь велико, такь какь й бнло нини внчиблено 
нев'врно; если-же взять 


і; е-0.00000165, 
хгне0.0000496 при 09. 


70 


Меня особенно интересуеть работа СоПадоп єї 5бигш'а, потому- 
что они первне опредфляли сжикаєность ртутя и нашли: 


Хаз-0.00000173 при 09, 
откуда | 
Хге:0.00000503 при 09 и Ко-За, 


а во дВИЙствительности 
3 
у, яв 0.00000338 при 09 ж Ко 


Относительно числа у, -- 0.00000173 слідуєть замбтить, что 
оно внчислено СоПадоп еф Зіптт'омь только изь больших» 
давленій. Я передфлаль внчисленія ихь опьтовь по таблицаєь 
рр. 137--138 ихь шевуара и нашехь болібе точнов число 


Хат-0.0000018"7 при 09, 


Хот-0.00000517 при 09 и К с- За, 


| 3 
" уучеф.00000352 при 09 я ваз 5 


я тогда 


или 
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Послбднее число тождественно сь числомь Векпації 
Хь єе 0.00000352, 

равно какь и коеффицієнть ожимаємости водні 
Х» - 0.0000496 

очень бхйзокь кь тому же козффиціенту Стаз8і 
Х, -- 0.0000502. 


Приведенинхь єравненій вполн'в достаточно, чтоби указать на 
степень точиости наблюдекій СоПадоп еф Зфигт'а. Остаєтся по- 
жалбть, что многочисленпний матеріаль ихь наблюденій, обни- 
зающій: ртуть при 09, воду безь вовдухи шри 09, воду сь 
воздухоюь при 09, ахкоголь, свринй авирг, часвденний раст- 
Ворь анміака, звирн: азотной, уксусной, ххористоводородной 
вислоть; уксусную кислоту, сврную концент, кислоту, азотную 
кислоту. терпентинь,--забить в» надтоящеє время; они опериро- 
вали сь давленіями до 40 атиосферь Ж нашли, что сжинає- 
лость води пропорціональна давжелію. 

9. Вь 1843 году, Аішб!) предприналь рядь опнтовт, 
основанинхь на особомь пріежв вичасленія сжикаємости жид- 
каго тла, хотя пієзожетрь по прежнему подвергался одновре- 
хенко внутреннеку и виібшнему давленілиь, которня получа- 
їчсь при погруженія его вь морс на значительную гаубину. 
(восму піввометру Дішб даль казваніє арратвії й, йбчегзвтепі; 
ов состоять низь стекляной камер а, кь которой сь одной 
сторони била припаяна изогнутая капилляркая трубка Ос, как» 
показано на фир. 1-Й. Передь напожненіємь камерні а нзучавмою 
жидкостью конець вя 4 биль открить, й черезь него пронс- 
ходило наполненів жидкостью, послі чего конець а запанвался. 


1) Дішб. Доп. де сбіш. ві де рбув., 1843, (3) і. 8, р. 257, 
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Другой откритьй конець с служиль для наполненія капнхвера 
фс ртутью и для передичи давленія внутрь камерн. Когда жи: 
кость ожижалась, то вь камеру а изливалась часть ртути язь 
трубки фс, и обьемь влившейся ртути представляль В точ- 
ности сжатів заключенной вь камерв а жидкости. Вичислеків 
кооффицівнта ожижаєвмости Дітіб сводиль на растиренів жид- 
кости, причемь поступаль сбяВдующимь образомь. Онь опреді- 
лять прежде всего температуру камерн а, при которой ртуть 
капихляра фс касалась оконечности его ф, положань 15906. на. 
носяль на трубкв фс произвозьную черточку 5 я погружать 
камеру а вв теплую ванну такой температурн, положим 3066. 
чтоби жидкость, заключенная в» камері, расширившись, оттоїі- 
нула уровень ртути оть б до 5. Опустивь зтоть прибор в5 
море, онь замічаль, что подь вліяніємь давленія часть ртути 
вливалась вь камеру а, потому что послб иввлеченія его вз» 
водн уровень при 1590. уже не приходилося вь точкі 0,"а 
стояхь нбіоколько ниже, у точки 9. Чтоби свести задачу сжі- 
мавности жидкости ка задачу раоширенія, он опреділал'» вновь 
. ту температуру, при которой уровень ртути переходижь о0ть 
точки 9 до штриха ); ота температура, очевидно, должна бназ 
бить теперь меньше 309 С., положимь 220 0. Отоюда хегко 
вичислить, какому числу градусовь С соотвітетвовало данноє 
сжатів:; нивнно ожатів бд--й/--9б; но БА зквивалентно рас- 
ширенію (302--159), а 90--(220--159), схбдовательно, иско- 
нов бжатів внразится расширенівуь числа градусовь 


(309--159)--(229--159)жауд. (т 


При отомь ик предполагали, что температура моря била 1590, 
з если бн она бнла 129.6, какь вь опнтахь Дішб, то при- 
веденноє чясло градусовь нужно било би уменьшять на (150-- 
120.6), такь что вообще 


рд--(30--159)--(22-159)--(159--19.6), 
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ня проще 
1 уза (309--152)--(392--129,6)-е50.6 0, | (75) 


За единицу обтема онь принималь обьем» камери при 129.6 6., 
з давіднів вт его опнтахь мінялось ость 86 ати. до 220 ати. 
Онь воспользовался изсхВдованівимь СоПадоп ві Збигт'а, чтоби 
поправить свой наблюденія на кубическую сжимавмость стекла, 
причень впервне внчислиль К їю формулі теорія упругости; 
овь положиль К--0.00000165; противь зтого числа, однако, 
кожно возразить, такь какь нейзвВотно--облададо-ля стекло 
СоПадоп вір Зфигш'а тфин-же упругими свойствами. Онь изу- 
чнль ежимавность: водн, адкоголя 320/,, 409/,; кибслоть: 
Щавелевой, уксусной., сВрной, хлористо-водородной., раствора 
зихідка, морекой води, еврно-кислаго натрія, нефти, терпентина, 
рути. Сообщу козффицівнти ожимаєвмости, найденнне ям» для 
водно и ртути: 


вода |у, -е0.0000502 при 122.6 0, 
ртуть у,2:0.0000040 при 120.6 С.; 


Посибднев чисхо получено изь 3-х» опитов», в которихь дав- 
їевів мбняжбсь вь предфлахь 97, 160, 112 ати. 

10. Вь 1847 году, по тому же вопросу опубликовать 
работу Веєпації, отиесшійся кв дфлу со свойствениния єму 
обстоательностью и точностью. Онь изучиль вбего дві жид. 
кости: воду и ртуть, но самне опити били предпринятн сь 
цізью провіврить формули теорій упругости, основанной на иб- 
Которбхь  гипотезахь относительно взанмодійствія молекуть 
одвороднаго м изотропнаго твердаго тіла. Главнниь образомг, 
єю нитересоваль вопрось непосредственнаго опред'іленія куби- 
ческой ожимавмости стВвнокь півзометра /, а не косвеннаго, 
Бакь наприюбрь йзь внтяженія єпаошнаго стержня, хотя бн 
нзготовленнаго одновременно и изь той же самой масен., из» 
которой и труба півзокетра. | 
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Веєпації не считаль даже строгишь опреділеніє коеффи- 
цівнта й, сдВланнов йзь предварительнихь опитовт ст трубою, 
которая служила затВиь для приготовленія пієзометра, так» 
как», по 6го мнбВнію, необходимо допустить совершенную одно- 
родность стекляной жшассь, чтоби дальнфйшая обработка трубн 
не нарушила первоначальнаго вя упругаго состоянія. Он'ь при- 
водить даліе рядь чисель, характеризующихь Юлнговь модуль 
стекла, и оказнваєтся, что значенія 6го колеблются между 


м. М 


Е--10000-7. Без ати 








соотвітственно чему колебанія козффицівнта растяженія а про- 
исходять (на 1 ати.) вь преділахь 


--Ї --Ї 
-103х10 я аз 188х10, 





а козффиціентовь рю 


вь предблахь 


--Ї 
реі5АхІй, и Іо 28.2х10. « 


дти числа ясно указивають на то, что различння стекла обла- 
дають различніуй упругими свойствами, й что, слідовательно, 
матеріаль каждаго пієзометра должен изучаться индивидуально. 


Сь зтою цілью Веспації продложиль свою методу, 60- 
гласно которой наблюдатель опредіфляєть кажущуюся сжинає- 
мость жидкости у, по видимому пониженію уровня жидкостя 
вт капиллярбв цівзожетра 6"", подвертавкому внутреннему й вифі- 
нему одновреженному сжатію; а затіи» Бк ЗтОЙ величині У, 





1) Ведпаціє. ВЕвівбіоп йвз вхрбгівпсез.... Мбебпюоігев Фе І"Тавііїші ів 
Егапсо. Тоте ХХІ, 1817, р. 429--464. 
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придаєть кубическую обжимаєность стЕнокь пієзометра Її, такт 
что истинная сжикаємость 


ХочХа КЕ. (8) 


Величину 4 Веспації опредфлять помощью осхжвдущаго прос- 
таго опита: онь подвергаль піезометрь одному вившнему дав- 
ленію, подобно Сапіоп'у, отчего уровень жидкости вь капил- 
зярв півзометра поднимался на б" діхеній. По величині 6" 
тегко опредфлить кубическую сжимаєность К, на основаній фор- 
путь, которня Гатб ), по просьбв Вектації, вивежь для по- 
ї8го цилиндра сь плоскими основанілии, для шара и для ци- 
іяндра сь полусферическими основаніями. 9ти формухн будуть 
хною внведенн в» другомь мвсть настоящаго язехвдованія, 
пока зам'івчу только, что он требують тождества 


. давно", (3) 


вь которомь 0 єсть видимов пониженів жидкостя вь капилларі 
півзометра при одномь внутреннемь давленін, а 6 и 6"" суть 
ухв язвістиня намь переміщенія жидкости. 9то тождество вв 
опитахь Векспації всегда било провірявмо, и оно вполив под- 
твердилось. Однако, относительно формуль Гагб схВдуєть за- 
уфтить, что ок внведенн вв предположеній справедливости. 
закона Роіззоп'а, предположеній, которов впослідствін ве оправ- 
далось, 

Веєтації Йивль сявдующіє піезометри при изученіи водні: 
Шарь красной м'бди, латунний шарь и стекляннй циландрь б» 
полусферическими основаніями; при изученій ртути только стек- 
1яннй. Давленів онь мбняль оть 2 до 10 атмосферь и про- 
язводиль опт, вВроятно, при комнатной температурі, такь 
какь никакихь указаній на зтоть бчеть в» его немуаріб нбйть. 
Окь нашель савдующія числа для нотинной сжимавности водн. 


1) Верпації, Мбоігев де ЇЇпвбівафі де Егвпсе. Топе ХХІ, 1847, 
р. 498-442, 


ід Г, Г. ДЕ-МЕТЦ». ів 


| Півзометрь красной мбдя  у,--0.000047171 
Півзометрь хатунньй У: 0.00004829 
Півзометрь стекляннй У 0.00004668. 


Хотя з9ти числа довольно близки между собою, однако, Бе- 
спації не считаєть зтого согласія достаточини»ь для оправданія 
творім. Миф кажется, что вму можно сдіфлать серьезнов воз- 
раженів -- не обвясняєтся-ли прежде всего зта разница раз- 
ноєтью температурь, при которихь йибли місто его опити, 
такь какь изь поздивйшихь измВреній бга8зі й другихь лиць 
стало извівстини», что вь предфлахь оть 109.8 0. до 1796. 
т. 6. вь преділахвь колебаній комнатной теипературн, сожикає- 
мость води зифняєтся оть у,«-0.000043 до у,-- 0.000046. 
Хотя сь другой єторокн, діЕйствительно, Часть ошибокь можно 
отнести на счеть формухь Гашб, основанннхь ка нев'врном? 
законв Роіззоп'а; именно, нов'вйшія изслвдованія 1) дають Роїз- 
зоп'овской постоянной зкаченів 


--0.330 для затуни 
Со-0.935 для мбди 
«з 0).235 для стекла, 


Поправивь формули ка новоє значенів с, можно нбоколько 
(на 0.0000005) приблизить козффицієнти нйстинной ожимає- 
мости водн вь мібдномь и хатунномь тарахв сь козффицієнту 
истинноОй сжимаємости вь стекляномь пієзожетрб. 

Ртуть била изсявдована Вестації только в» одномь стек- 
їяномь півзожетрі, вь томь же самомь, которнй служиль для 
водн., и получилось число 


Хе є» 0.00000352, 


1) Си, таблацу постоянимх» Роізвоп'в, гх. ЇЇ, 
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которое (ітавві откосить, віроятно со словь Веспації, кь 00, 
до число совершенно тождественно єь числом СоПадоп ві 
Зигш'а, поправленяниь мною. | 


11. Вь 1851 году, Стазві 1) опубликоваль большую ра- 
боту по сжимаємости различннхь жидкостей. В» его работі, 
зь сиБслф методь, новаго кбфвть ничего, так» вакь он» про- 
дожжаль, по порученію Веєпації, работу Веспації. Только 
вифсто формуль Даті, основаннихь на законів Роіззоп'а, он» 
тпотребиль формули УуУвгіНнеіш'а 2), отличающіяся оть предь- 
ндущихь тім, что Ууегібеіті на основаній свойхь весьма разно- 
образннх опитовь счятавть с-- 0,93. бтаз8ві употребляль только 
стеклянне шівзометрв. числомь 5; давленія вго не превнілали 
10 втиосфер». 


Нанйболіфе обстоятельно (та88і йзслідоваль сжимаємость 
воді вь зависимости оть давленія и температури, причем' на- 
шеть, что сжихаємость вя возрастаєть сь паделієм» темпера- 
турн, именно в» одномь й тоюь же півзометрі А 


у, "-0.0000502 при 09, 
Х,:-0.0000455 при 25.99 С., 
Х,т-0.0000440 при 53.39 С. 


Крок водн, (та88і изблВвдоваль: обнкновенний азвир», 
абсолютний алкоголь, древесний слярть, хлороформ, растворн 
хорястаго кальція, хлористаго натрія, іодистаго калія, азотно- 
кислого натрія, углокаслаго натрія, пскусственную морскую воду, 
раствори сіВрной кислотв. Йзь нихь сжимаємость алкоголя, 
запро и хлороформа возрастаєть сь возрастаніємь  темпера- 


тури. 





1) Ставві. Апп. Фе сріт. ев де рпуз., (3) 31, 1851, р. 437--478. 
1) УУвтібеіш. Дао. де спіп. ві до ріуз., (3) і. 93, 1818, р. 52. 
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Я дохлжень здВсь возстановить одно недоразужінів, со- 
стоящеє вт» тою», что иногда припвснвають (іа85і опреділеніє 
козффвцієнта схямаємости ртути 


Хг2-0.00000295 при 09, 


однако, сань Стга85і никогда подобинхв опреділеній не діла, 
а перечисляль тольто опнти Веспації по формуламь УУегі- 
реіш'яа. 

12. Вь 1868 году, вопрось вступиль вь новую фазу, 
такь какь Затіп предхожить, на первнй взглядь, совершенно 
иную опнтную методу для изсявдованія ожимавмости жидких» 
таз. Онь стремился свести ве изибревія кь одному только 
опиту, чтобни вовсе не кийть соприкосновенія сь теорієй, ко- 
торвя, во-первнихь, каєь мн видбли, требуєть зканія для ках- 
даго півбзометра постоянной Роїз8оп'а, а во вторихт--извістиьх» 
представленій о молекулярномь строеній твердаго тіла. Сь зтою 
ціфлью, онь предложиль сжимать жидкость только однобторон- 
ний» внутреннимь давленівиь, отчего вь каннялярбї півзометра 
уровень жидкости падаль ка 9. Посліднев переифщенів можпо 
разсматривать как совокупность двухь зффектовь: абсолютной 
ожимаємости жидкости у, и упругаго расширенія піезометра 8,, 


т. 6е,. 
ве уз (9) 


слідовательно, для опреділенія у, необходимо иміть опиткую 
величину 0,. Для етого Уашіп заключиль піезометрь в за- 
критьй сосудр, наполненний ртутью и оканчивавшійся вверху 
капихлярною трубкою, названною им» -- ноправочною --- «впре 
согтесівит». При расширеній стівнокь шієзометра уровень ртути 
вь поправочной трубкв перьивщаєтся вь сторону кажущагося 
возрастанія виВвшняго обтфема; назовемь зто переміщеків 1. 
Тогдв, согласно Фатіп у, сябдуєть написать: 


1) Зашіо. Согарієв Кепдив де ЇАсайбів ев Зсісюсез, і. 66, 1868. 
р. 1104. у 
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рум (10) 
хе вн (11) 


Йзь только что сказаннаго ясно, что у, опредібляєтся нсключи- 
тельно изь опта, но вопрось только в5 том», справедливо-ли 
равенство 


откуда 


02-13 (12) 
Какь мн увидимь впосавдетвів 1), 4атіп в5 зтомь предполо- 
жекін ошибся, бо 0, не равняєтся у, что легко доказать, ис- 
ходя изь уравненій творій упругости и подтвердить опитомь 
справедливость послідняго закдюченія. ШНебезьинтересно бу- 
деть замітить, что кажущаяся простота методн «атіп'а под- 
купала вв вя пользу, й если-бн опнти сь сжимаємостью ртути 
не привели кь числу : 


Хгнч 0.00000187 при 150 0., 


отличающемуся на половину оть чисель СоПадоп ев З5вригіт'яа, 
Аітб и Веспачії; то ока, вброятно, удержалась-би прочно на 
своємь кботб. 

13. Найдя методу, Чашіп поручиль Атацгу ев Дезсатря?) 
проязвести: похощью ея изслЬдованів. Опнтноє ввнполненів 6с0- 
отвітствовало  теоретической простоті, и автор не только не 
опредблили длостоянанхь упругости свонйхь піезометров», но 
даже ке упомянули 0 качестві стекла -- обикновеннос-ли оно, 
нди-же хрустальнов; кром'в окончательнихь чисель, они не со- 
общила никакихь веобходимнхь подробностей, которнмя позво- 
ляли-би судить о достойнствахт. й недостаткахь методи. 4Ї пола- 
т4Ю, что в отомь обстоятельствв можно йскать обрясненія 
того факта, что зта мстода осталась в» теченій посліднихь 


') Си. главу ПІ, 56 13 п 14. 
1) Атвагу ев Дезеогарв. Согаріев гепдіицз. Т. 68, 1869, р. 1564. 
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двадцати лбЬть безь приложенія и дальнівйшей  разработка, 
Резсатря 1) приводить слбдующій рядь тіль, нзсабдованннх» 
ни» санки и Ашайту: 


вода у,2- 0.0000490 (при 09С. 
вода у, 0.0000440 при 2596. 
ртуть Х,2е0.00000187 при 159 С. 


крокв того еще 15 жидкостей: растворь амміака, хлорясто- 
водородная кислота, растворь хлористаго аммонія, растворн 
хлористаго калія (50/,, 109/,, 159/,, 209/,, 259/., 309/.), 
уксусная кристаллизующаяся кислота, алкоголь метиловий, алко- 
толь безводний, алкоголь 909, алкоголь ажиловнй, чистей 
свриястьий углеродт, вссенцій терпентина, лимонння о9єсенцій, 
кристаллизующійся бензинь, хлороформ, сбринй звирь 2). 

14. Вь недавнеє врема появились в» печати зам'ічанія 
противь зтой методи. ЯЗебитапи 3) справедливо указиваль ка 
вя нвобработанность вт азкспериментальномь  отношеній, такь 
какь Атацгу ві РДезсатиря не приведи достаточинхь данинх» 
для сужденія 0 вя точности, а Ср. К4. бціПаціов ") доказн- 
вал», что козффиціенть 


ав | 


СЛИПКОМ» наль, и именно на величину кубической сжимаємости 
ствкокь деформированнаго сосуда ЕК, т. е. 


Хот б--т в. (13) 


1) Девсагора. Кіаде де Ів сопіріеввібійіб фев Папідез, ТЬдвев дв дос- 
іогаб, Рагів, 1872, р. 1--35. 

3) Грідет, р. 24. 

з) бевишапо. У/іед. Апп., Вд. 31, р. 15, 1887. 

) Сь. Ед. Саїйайатав. Агебіуев дев всівпсев ріувідцез, (3) Т. 17, 
1887, р. 155 и р. 177. 


мя на нн ва а - 
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Принявь для К величину 
Ке-0.00000211, 


бчіШатте 1) исправиль кооффицієнти сжикаємости ртути 


и водн: 
ртуть  х. :0.0000039 при 1590, 


Х»т-0.0000504 при 08, 
вода 
Х»з-0.0000454 при 25". 


15. В позапрошломь году, я2) произвель по 9той ме- 
тодВ изслібдованів сжимаємости нбікоторихь масель и колхои- 
довь и опубликоваль полученнне мною результатн. Такь какь 
вь то время я биль занять не столько теоретическою поста- 
новкою вопроса, сколько полученівмь ряда чисель для внясне- 
нія связи между упругостью названнихь жидкостей и оптичес- 
кни оффектоюь проф. А. Кипдіа?), то я 8 не изслідоваль 
упругихь свойствт свойхь піезометровт, а удовлетворилоя тім», 
что получиль для воді 


Х, ее 0.00004766 півзометрь А 
, при і-- 120. 58 0. 
Хгт- 0.00004720 півзометрь В 


Для той-же температури бігавві ") даль 


Хо я- 0.0000417179, 


1) Тбідвта, р. 189. 

3) Г. Де-Метць. Опютное изслідованіє механических свойств» масель 
и коллондовь. Записки Мат. отд. Новорос. Общ. Еств., т. 9, стр. 139, 1889. 
Тоже хороче: Трудк УПІ сьвада русокихь єстествонспьтатетей и врачей. 
Саб, 1890, отдбль 1, стр, 42 и У/ієд. Апп., В. 41, 1890, р. 663. 

9) Кап, У/івед. Апо. В. 13, 1881, р. 110. 

") (тавві, ос. сів, р. 477. 

Т. ХІШ. Зап. Мат. От. 9 
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Вбпієоп плід Зерпосідег 1) 
Х» -- 0.00004735. 


Кромф водн, я изучиль сжимаємость масель: рицнинаго, 
льнанато., рибьяго жира, миндальнаго, оливковаго, оливковато 
сь примббсью 5.59/, я 6.99/, жидкаго параффина, оливковато 
сь бонзоломь (пополамь); кодлойдовь: студенястой желатннк, 
гумип аравійскаго вт вод, нестуденистой желатинн, канадекаго 
бальзама вт бензолі, коллодіума Фпрівх; жидкаго параффнна, 
кристаллизующагося бензола, глицерина, раствора метафосфор- 
ной кислотн вв вод, раствора бахара вт ВводВ й жадкаго 
стекла (Хабгтопуаввегсїав). Давленів не превосходило 9.5 ат- 
мосферь, а температури колебались около 120--159 С. 

Я старался рядоюь чисель оправдать методу «ашіп'з; 
имбя значительний рядь чисель, характеризующій поБазанія 
поправочной трубн, я составиль изь них» сявдующую таблицу?); 


КолкбаніЯ ПОКАЗАНІЙ У, И а ПОПРАВОЧНОЙ ТРУБКИ. 


пить З 


Півзометрь А | 7.613 | 0.124 | 0.084 | 7.668 | 0.137 | 0.089 











М. В. | У В. тут | М.В. | Т.В 
| 








, | 81 7.059 | 0.119| 0.080 | 7.076 | 0.125 | 0.084 


Од'сь Т, й Та представляють показанія при возрастаній 
давленія оть 0) до 9.5 ати. (у,) к при паденій давленія оть 
9.5 до 0 ати. (у,). Числа отой таблици, равно какт и все из- 
слВдованів, пройзведенноє зтою методою, привело меня кь за- 


1) Вдпідво под Зеповійег. У/івд. Апа., В4. 33, р. 660, 1888. 
3) 0. де-Меїз. У/івд. Апп, ВІ. 41, р. 663, 1890. 
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ключенію, что для сильно сжяимающихся жидкостей, она даєть 
числа постоянння и весьма близкія кь принимаємниь За нс- 
тинння. Ото согласіє дожжно, впрочен», внтекать из» зам'Вча- 
вія СціПаптв'а, которий предлатаєть увеличивать козффиціенти 
сжиаємости сжидкости, полученнне по методів «атіп'а, на ве- 
личяну кубической сжимаємости стекль 5. Коли остановиться 
на значеній к--0.0000021, то по отношенію кь вод ошибка 
виразится 40/,, по отношенію кв алкоголю 29/,, а по отноше- 
нію кь сВвриистому зенру всего 1.39/,, Принимая во внижаків 
простоту методн, зтимь результатомь во многихь ослучаяхь 
пожно удовлетвориться. 

16. Вь 1972 году, появилась работа СаїПобві 1), особен- 
ность которой заключаєтся в» употребленін необикновенно боль- 
тяхь давленій, до 705 атжосферь, изиВбравшихся манометром 
Девроїв'а.. 

Опить пронзвочился в» сльфдующей фориб: в» стальной 
сосудь, налитьй ртутью, вь котороюь при насосів СаіПеіві 2) 
обнєновенно помВщають трубки сь. сжимаємниь газом», он 
вставляжь стекляннй піезометрь такь, чтобн, при сжатін на- 
познявшей его жидкости, ртуть могла подниматься внутрь пів- 
зоветра по внзолоченной трубкв. Йзиіренів кажущагося умень- 
шенія обьема Саїйсіві пройзводиль особниь пріємом, обно- 
ванномь на разложеній ртутью золота, которим'ь покрити стінки 
Шезонетра. Поправки на кубическую сжимаємость півзометра, 
подвергавшагося одновреженно внутреннему и вифінему давле- 
ніямь, СаїПевеф не дВблаль; онь изслідоваль воду, звир», 
алкоголь и свринстьй углеродь и нашель для водн, напри- 
убрь: 

Уат-0.00000451 при 750 ати, и 89С., 
такь что если принять 


ке 0.00000225, 





1) СвіПевев. Сошіріев гепдиге, 6. 75, р. 77, 1872. 
3) Їзвшіо ев Воціу. Соцгв де рбузідав. Тоше І, ав. І, р. 129, 1882, 


т 
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то 
Х,т-0.0000473 при 705 ати. 89 С., 


а по Ста8н8і, 
Х»н-0.0000487 при 10 ати. н 89 С. 


Сравненів зтихь чисель показнваєть, что вода бжимаєтся 
пропорціонально давленію. Сь другими упомянутнмй жидкостямн 
получился подобний же результать, что приводить кт в'врозт- 
ному заключенію, что сжимаємость испитаннихь жидкоєстей по- 
столина ва значительномь протяженій скали давленій, 


17. Вь теченій 1871--1873 гг. Риргб я Раєв") обна- 
родовали дві статьи, вь которихь между прочимь ови йзсті- 
довали сжимаємость водн, спирта и ихь сифсей. Йхь метода 
била метода Веєпації-Єтаз8і, а кь величині кажущейся сжимає- 
мости жидкости у, они придаваля козффицівнть кубическої 
сжимаємости стекла 


їн 0.000020. 


Таким» образом», они получили сябдующія числа для водн 
Хгте0.00004714 при і--99 С.3), 
Х»т-0.00004741 при і--16.89 8.9). 


Они впервне показали на смибсяхь водн й метиловаго 
алкоголя, что сжимавжость сиїбси нельзя внчислять нь бжи- 
наємости составинхь частей; оказалось, что для упоманутнх» 
растворовь разность между внчисленною схжикаємостью и ка- 


1) Даргб ицод Раде. Роєс. Апоп., Его. В4. У. р. 291, 1871; Раргі- 
Роєк. Апо. В4. 148, р. 236, 1873. 

3) и 9) Дос, сів. р. 240. Зти статьи появились вь 1869 г. вь РБіїоз, 
Тгапвасіїопв и в» 1872 г. вь Ргос. Коуві Зосівіу. 
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блюденною  возрастаєть сь возрастанівжь процентиато содер- 
какія ажкоголя й достигаєть шахішит'а при 509/, состава 
сибся. 

18. В» 1871 году, Ашаєаї 1) поюфетиль работу по во- 
просу обь изифпеній сжимаємости вь зависимости оть темне- 
ратури в» предблахь оть 119 б. до 1009 С. Окь нскахь, что 
дблаєтся сь ожимаємостью такой жадкости, какь напримбрь 
звярь хлористоводородной кислотні, которий искусственно удер- 
хивался значительним» давленівиь при температурв 1009 Є. 
вь жидкоюмь состояній. дта работа интересна не только по ок- 
спериментальному хатеріалу, но главнниь образомь по оправ- 
данію ніфкоторнхь форкуль механяческой теорія тепла, Вь пей 
внясняєтся также зависимость ожикавности оть давленія, ко- 
торов мбналось оть 4 до 37 атиосфер». 

Онь изучиль ввирн: хлористоводородной кислоти, бро- 
чистоволородной кислотн, обнкновенний, метиловий зеирь ук- 
сусной кислотв. 9тиловнй звирь уксуской киблотн, алкоголи: 
обикновенньй, метиловій и амиловий; углеродистне водородн: 
водородистий амилень, водородистий гексилень, водородистьй 
гептилень и бензинь; адетонь; хлороформ, сврнистий углерод». 

Вто метода состояла в» томь, что ов подвергаль піезо- 
летрь только одному вкутреннему давленію, вслідствів чего 
получаль слишкомь большів козффицієнти кажущейся сжимає- 
хости 





(14) 


Чтобн перейти кь нстинной сжимаємости и найти поправку 
на упругов расширенів піезометра 0,, Ашаєаї дблаль сравни- 
їельнне опнтн сь водою. Получивь свой ковффицієнть у п 
ВНчтЯ йЗь него истинний у,, взяатьй изь наблюденій (газі, 


обь находиль поправку 





) Ашарві. Авпвієв Фе сбіш. ев де рЬув. (6) 11, р. 520, 18717. 
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ох Хо (15) 


которою затімт и пользовался во воївхь опнтахь, єчЕтая ее 
достоянной вв предблахт оть комнатной температури до 1009 С. 


Окь погружаль піезометрь вь ванну, температуру кото- 
рой, оть 119 0. до 1009 С., регулироваль соотв'втетвеннни» 
притокомь газа кь горящему рожку., а канометрь овь употреб- 
ляль воздушний. Точность изифреній удостозбрялась по срав- 
ненію коеффиціентовь осжимаємости веодн, полученнихь двука 
лієзометрами А и В в начал и вь конц взслбдованія. 


Ашага обращаєть вниманів на факть, что нфкоторня 
жидкости приходять под вліянієм» давленія вь стаціонарнов 
состояніє только черезь 15 минуть; таковь, напримрь, зепрь 
хлористоводородной кислоти. Кромв того, онь зам'тиль, что 
вліяніє воздуха, раствореннаго в жидкостяхь, не играєть той 
роди, которую ему часто прялиснвають; онь напів, что 81- 
коголь, звирь и ацетонь дають одни и ті же козффиціентн 
ожимаємости -- прогнать-ли пзь нихь воздухь кицяченієм'ь илая 
НфТЬ. 

19. В» 1983 году, Фиїпске 1) нскажь  состнотенів между 
сжимаємостью жидкостей и изиїненівємь показателя презоя- 
янія. сжимавинхь жядкостей. Такь какь он оперировахь 
вадь еще нейзсяВдованньжи жидкостяма й при мальхь давлє- 
віях», всего около 0.5 атиосфернм, то ок» сдблаль самостоя- 
тельноє опреділенів козффицівнтовь єжимаємостя слідующих»ь 
тфіь: гляцерина, масель--сурвпнато, миндальнаго и оливко- 
ваго, воді, сВрийстаго углерода, терпентина, бензола из бен- 
зойной кислотн, бензола, петролеуха, азкоголя и звира. Бго 
метода била общепринятая: шарообразний півзометрь пом'щался 
подь колоколь воздушнаго насоса, откуда внкачивался воздухт 
до 0.5 атмосфери, вслідствів чего жидкость поднямалась в» 


1) 0. диїпске, УУісі, Апо., Ва. 19, р. 401, 1883. 
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капиллярів; затіиь впускался воздухь, шіезометрь яспитиваль 
приращенів даваленія внутри й извив, и жидкость сжималась 
на 0", Фиіпоке не опреділиль козффицівнта кубической сжи- 
хкаєности стінокь пієзометра, а вьичислиль его по сравненію 
свойхь козффицієнтовь Кажущейся ожимаємости водн сь аб- 
солютявми числами (гавві. Благодаря зтому й нячтожности 
давленія, его результати не представляють особаго янтероба. 
Козффицієнть сжимаємости К, вичисавнньй такямь способом», 
достягасть у него значеній: 


Г 


Ке-0.00000246 піезометрь тюрангенскій, 
стекло Кее0.00000467 півзомстрь хрустальньй, 


Кее0.0000033"7 півзометрь тюринтенскій. 


Посяйднія два числа слишкомь велики. согласно опроді- 
левілиь Веспації, ігазві, вовбйшимь Аштасді и мон» 1). 


(упіпсоке констатируєть интересний факть увеличенія сжи- 
каєностя глицерина сь уменьшеніємь теипературн; таким» об- 
разоюь, не одна вода слВдуєть зтому закону. 


20. Вь 1883 году. появилась статья РгесКега 2) по во- 
просу о внутренней работ расширенія сифсей сравнительно сь 
внутренней работой яхь составньихь частей, для разрішонія 
котораго ему пришлось между прочимь изслбдовать сжимаємость 
водв, алкоголя, сВБрийстаго углерода, хлорофорха и нхь сиб- 
сей. Особенность єго методн состойть вь том», что его шієзо- 
летрь йибль дев капилляярнна трубки сь одного конца для 
облегченія манипуляцій чистки, наподненія и т. д.; он под- 
вергаль півзометрь внутреннему и вифтневу давлевію до семи 
атиосферь и, чтобн перейти оть наблюденій кажущейся сжи- 


1) См. тоблицу кубической сжимаємости стекла, глава ЇЇ, 5 16. 
3) Огесіквг. УУівд. Апо., Ва. 20, р. 870, 1883. 
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маєности кь истинной., прибавжять на оскованій опнтовь Ве- 


сові 
Кк є- 0.00000185. и 


Наполненів піозометра жидкостью пройсходихо при обик- 
новенной температурб, а не при кипбній, изь боязни изийнить 
«Процентнов отношенів составннхь частей сибси; зто отступхе- 
.ків Дгескег считаєть оправдивасмниь только что описаниняк 
опнтами ДАтаксаї сь звиромь, ацетоном» и ахкоголень. Для 
водн он нашел»ь 


Х»- 0.0000478 при 129.8 С., 


чисао весьма близков кь числаюь (Сга88і. Шра зтом'ь он впер- 
вв набдюдаєть подноє изм'іВвненів обьома сжимаємой жидкости 
І, и нгновеннов ГП), между которнми, на основанія формули УУ. 
Тпошзоп'а 


дї АТтга 
2), С 5 ( ) 
онь устанавливаєть сооткошенів 
ат 
Хати ДФ, 1-р25а! (17) 


Вь зтихь внраженіяхь ай всть приращенів тепла, кото- 
ров непитнваєть тіло в» адіабатическомь процесс, ебли єго 
ожать на Фр; Т--273-рі есть абсолютная температура, а,-- 
кооффицівнть расширенія, г, - - Начальний обфем», с, уд'вльная 

1 
теплота при постоянномь давленій, А-- 11 теплової  зкви- 
валенть единяцни работи; т изийненів текпературн тіла, сжа- 
таго на одну атмосферу; кажущаяся сжимаєвность у,-- ),. Рядь 
опнтовь, пронзведеннихь при іше259 0., вполив оправдагь 


формулу (17). 
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Йвтересно позтому отивтить величину т и связанння б» 


нею изивненія обрена , ВИЧИСЛенння для нікоторнхь 


аг 
1-Ь25а 
жидкостей из» отих. опнтов». 


т? 0. 





СС 
р 1-Ь2ба 
Ашкоголь....... 0.01620 | 0.0000175 
СВрнист. углер. 0.02812 | 0.0000333 
Хлорофори».... 0.02696 | 0.0000344 
Вода......... 0.00185 | 0.0000469 


Ота таблица показвіваєть, что различиня жидкостя нагрі- 
ваются при ожатій неодинаково, я что вода нагріваєтся зкачи- 
тельно слабіфе остальнихь приведеннихь здісь жидкостей. Число 
Огескег'а меньше числа Веєпації, равнаго (9.02 С. на 10 ати., 
которое било получено путемь прямнхь изибфреній. При изсль- 
дованія см'всей ЮДгескег подтвердиль наблюденія Диаргб я Расв'а 
касательно разногласія между вичисленною сжимаємостью сябси по 
схпкавмости составних» ея частей я непосредственно наблюденною ; 
разности бнвають то подожительння, то отряцательння. Нако- 
нець, ожь помвстиль рядь чисехь, характеризующихь отно- 
тенія -: Удільной теплотк при постоянномь обвенф кь уділь- 


р . 
лої теплотів при постояннохмь дивленій; воть нфесколько чисел": 


ДІКОГоЛь....... 1.183 
Хлорофори».... | 1.472 
Сіринист. углер. | 1.525 
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21. Вь 1984 году, Расіапі в Уїсепііпі (П Хиоуо бітепіо 
(3) 5. 16, 1834, рр. 27 и 161) просавдили сжимаємость води 
оть 0? до 1009 С., употребивь стеклянне піззометрь, й подобно 
Атака, только внутреннеє давлевіс, которов м'внялось сть 1 ати. 
до 4.5 ати. Переход» оть наблюдаєной сжинаєности кь нстинкой 
оня діфлали на основанік сравненія свонхь нзибреній сь нстин- 
нини козффацієнтани у, (Ігаз8і. Назнвая черезь 0, похное упру- 
гов растиренів внутренняго обтема Й/, пієзожетра, они нат 


8 
Р, Ж чХетви 18) 


причень для піезометра А я Б, при 09, оказажось: 
0,2-0.0060361 (А), 
0,--0.0000308 (8). 


Чтоби при вокощи зтихь значеній перевести веб свой на- 
блюденія вь абсохютине козффицієнть сжииаєности у,, они допу- 
стили, что козффицієнть 0, не зависить оть температури, соглас- 
но чему, ввразили свой наблюденія вь слбдующей таблиці (3). 


Таівляца І козФфицівнтовь СЖИмаЕмости водн. 








1. 2. 3. 4. 5. 

Т Рі Хе | 8, | Хе 
09 6. 0.9,811  10.0,503 (СУ 0.0,308 
0--53.5 306 498 309 
9--10 785 4717 312 4712 
15.59 166 458 316 450 
31.06 1718 440 323 425 
40.31 736 428 928 409 
49.31 736 428 | 933 403 
517.04 729 421 937 392 
61.15 1728 420 339 389 
66.25 130 422 341 389 
11.36 145 431 341 398 


99.20 1767 459 358 409 
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дтиин наблюденіями доня констатировали тліпішиш сжи- 
хамости води около 639 С, и, вопреки (газі, отсутствів ша- 
хіти 'а около 4? С. такь что сжимаємость води правильно убн- 
ваєть оть 09 до 639С., начиная откуда возрастаєть й при 10006. 
хоститаєть той величинн, которую ола ямбВеть приблизительно 
пря 15.59 6. Результати освойхь наблюденій они нзобразили 
графически., причень ходь ихь криввхь очень правилент для 
каждаго піезометра вь отдільности, но кривна расположенн 
далеко другь оть друга, что и доказнваєть мисль о невозиож- 
ности сравнивать даже козффицієнти у,, не зная кооффаціента 
ії, оть котораго, какь видно йзвь уравненій Ївшб, зависять 
козффицієнть 8. 


Желая позтожу придать прочность свойм»ь язибреніям, они 
налли по методів «Фатіп'а, помощью поправочной трубки, измиб- 
ненія у вифшняго обьома пієзометра Й/, при 090. и при 10096Є, 
я опредблили козффиціентн 


-. 1. 760 : 
8 и, Р, (19) 


для обонхь піезометровь, которне оказались: 
-т 
 0,:289х10 при 09. 
--ї 
0,2: 336210 при 999.4 С. 


дамфнивь кайденнов отнотленів козффиціентовь 


ЛО 


8, (100) 





отношенівсмь 


9, (0) 
Гб 7 
8, (100) 


вь которомь б) ВЕЧИСЛено, какь уже указано в» ур. (18), 
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они получили для півзометра В 
8 з20.0000308 при | 090. 
о аезче0.0000358 при 10096. 


Изь отихь чисель они боставиля 4-ю й 5-ю колонни 
предридущей таблиць и числа посявдней колоннн перевели 
вр кривую С. 

Какь легко усиотріть, колонна 3-а значительно разнится 
оть колоннн 5-Й, й хотя характерь соотвітетвеннихь кривнх 
почти тоть же самній, тіиь не шенфе однако--абсолютньй нх» 
ходь различень, а 9то обстоятельство к указиваєть на нвобхо- 
димость точнаго знанія козффицівнтовь 8.,. 


22. Расііапі е Раїа2го |) пробовали нзслідовать ту за- 
висниость сжинаємости оть температури па смбси води и а1- 
коголя и нашли: что сь принбсью спирта кь воді до 1979/, 
козффацівнть сжимаємости сифся убнваєть сь возрастанівжь 
теипературм ; что при внстихь концентраціяхь осжинаєюость 
сиси возрастаєть сь возрастаніви»ь техпературн; что каждой 
сивси соотвітствуєть температура, при которой козффиціенть 
сжикхаєности достатаєть своєго тіпітиш'а, послів котораго онь 
вновь растеть. "Температура нанменьшей сжимаємости сифси 
всегда ниже, чіиь чистой водн, и притомь настолько ниже, 
насколько внше процентноє содержанів ахкоголя, 

23. Сь 1886 года появился рядь работь, предметь изу- 
ченія которахь составляєть сжимаємость не простих» жидкос- 
тей, но растворовь солей. Вь часяв первнх» работь по вре- 
мени находится нзслідованів ВБбпісеп'а и ЗсБпеідога 2), кото- 
рие задались широкою цілью изучить одновременно различння 


1) Реасбіапі є ГРвіазг2о, Ввібіййег за йеп Аповвівп дег РБувії по 
Спешів. В4. 8, 1881, р. 795; также РарНапі. Веібійііег. Ва. 14, 1890. р. 94. 
1) Кбпіреп псд Зсбовідег. УУісд. Апп. Ва. 29, 1886, р. 166. 


- 
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свойства растворовь, причемь они пользовались в» свойхь из- 
ствдованіяхь по различньиь вопросамь растворами, притото- 
рлеяннии разь навсегда я послі того тщательно сохранениний. 
Они желали изучить: поверхностков натаженів, сжимаємость, 
внутреннеє тренів, упругость паровт и т. д., й остановили свое 
виннанів на воданхь растворахь: іодистихь, брожистнхь, хло- 
ристихь, азотнокисянхь, сврнокисльнхь и углекисльхь совдине- 
ніяхь водорода, аммонія, хитія, калія и натрія, а также вх» ги- 
дратовь. Йзвь отого рада бнли йсключенн іодистоводородкая 
кислота и углекислнй амионій велідствів их» непрочности, а 
умекисльй литій вех'бдствів его слабой растворимости; веїхь 
такихь растворовь бнло приготовлено около 80. Концентрацію 
растворовь они опредбляли не процентивь содержанівмь соли, 
з нфоколько нначе; они сравнивали между собою таків раст- 
ворм, которне содержали вь опредбленномь числі молекухь 
водн постояннов число молекуль растворенной соли. 

Ихь метода бнла общепринятая Сапіоп-Овтвівдф'я, слдо- 
вательно, они опредфляли не истинную, а кажущуюся сжимає- 
мость. При отомь они поступали салвфдующимь образомь: на- 
звавь черезь у/ и ус кажущуюся сжимаємость водні и рас- 
твора, они опредфляли козффиціенть относительной кажущейся 


сжимаємости 
УП 


Хоб 7 (20) 


отнеся веб свой язибренія кв водв при 189 С. Они похьзова- 
лись двумя стеклянниий пієзометрами Ж І и Ж Ш, кь которниз 
капиллярь били пришлифованн; самне капихлларн били весьма 
тщательно прокамбрированн по методів "ТРіевзеп-Хештапт'а. 
Оба пієзометра одновременно находились вь приборів Оег8івдф'з, 
причемь півзометрь 2 Ї служить в» качествв манометра; 
крожв него, они имфли ртутний манометрь до З аткосфер». 
Наблюденія производились черезь 15 минуть, чтобк темпера- 
тура била строго стаціонарна; тершозлектрическов изкбренів 
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тепла, развиваємаго сжатівжь, не привело кр точному заклю- 
ченію о величині кагріванія. 

Они также задались цілью вняснить, каково вліянів сма- 
чиванія стбнокь капилляра изслідуемою жидкостью. Оказалось, 
что колонна разхичнихь растворовь вь 1 со. длине укорачи- 
валась при переиВщеній на 1 сп. яз 0.012 сш. 

Вообще Вобпісеп'у я Зсровідег'у слідуєть отдать спра- 
ведливость я признать ихь изслідованів тщательно внполнен- 
ни; оки старались вняснить роль каждой ошибки в» отділь- 
ности, веВбдествів чего и считають свок результати точнний До 
единицьи третьей значущей десятичной цифрн. 

Не ограничившись опреділенівмь относительной сжимає- 
мости, Вбпієеп цпд Зсбпеійег занялись также й абсолютної. 
Вь виду зтого, они бначала нашля кооффицівнть кажущейся 
ожимавмости водн 


Хато0.0000438 при 179.84 С., 


а чтоби перейти отеюда кь нстинной сжимаємости у,, оки при- 
дали поправку на кубическую ожимаємость стекла, взявь по 


Висрапап'у!) 

Ке-0.00000292 при 139 С., 
такь что | 

Хот-0.0000467 при 189 0.2), 
по Ста88і 

Хьте0.0000460 при 1899 С. 


Посабї етого относительную кажущуюся осжикавность у,, 
нзученнихь ими растворовь, легко бьло внразить в абсохют- 
ннхь чиблахь при помощи соботношенія 


М у Кен Ха ЕК 20.0000438 у, , -0.00000292. (21) 


1) Васбапап, Ргос. Коу. Зос. ЕдіпЬ., Уо. 10, 1878, р. 697--698. 

3) Они достигли бі большаго согласія, всли-бьі положили для простаго 
стекла К--0.0000022; козееицієнть Васбапап'а, очевидно, принадлхежить хру- 
сталю. 
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24. Однако, Вбпісеп и Зсбпвійег 1) не удовлетворились 
зтямь результатомь я занялись спеціальним изученіємь сжи- 
завжости водн. Приборн остадись прежнів, только теперь бнль 
введень вт употребленів ртутний манометр» вь 610 ста, дхинн, 
показанія котораго приводились кв 09 й кь 459 широти. Вода 
нха нзежВдована при 09, 99 и 179,95 С., прячемь веб тер- 
хожетрю, разновівски и м'вре длинне бнхи сравненм сь отало- 
нами Хогштаївіспаповсопиліззіоп вв Берлині. 

Результати ихь измВреній можно внразить вь слідующей 
табляці : 





0.00004910| 096. 


0.000046021! 9 
0.00004413 | 17.95 


Сравнивая оти числа сь числами гавві и Раєїіапі в 
Уїсвпйпі, они приходять кь заключенію: 

1) Никакого шахітит'в сжикавмости около 40 (. нфте, 
вопреки утвержденію (ігаззі. 

2) Нанесши наблюденія (ігавзі на координатную єбть, 
видно, что его наблюденія заключали случайння ошибки, такь 
какь полученная кривал не имбВеть правильнаго хода. 

3) Йхь кривая ндеть правильно, я ходь я согласень сь 
ходомь кривой Раєїапі е Уїсепбіюпі, хотя убнванів коеффи- 
цієнта у, сь возрастанівиь тежпературь у нихь медленнбе, 
чи» у Раєіапі-Уісепіїпі 2). Кромб отихь трехь кривих», они 


1) Вбпідеп пп Зсппеїдег. У/івд. Апо., Вд. 33, 1888, р. 644. 

1) Такь кавь у,-ох, "АВ 2 козесиціснть й различньжь стеколь раз- 
зачень, то ходь кривьшх» при различньх» сортах» єтекла півзометров»ь и 
ке можеть бить одиваков». 
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вичертили еще одну по наблюденіямь Дт 7ебпівг'в!), основан- 
ннмь ка уравненія СНадвіопе-Гапдої/а 


п--1 
| 
вь которомь п есть показатель преломленія средн, а а4--ея 
плотность; ходь зтой послівдней совершсонно тождествень ес» 
ходомь ихь кривой. 

Переходь оть козффицієнтовь у, кь козффицівнтакь у, 
они одфлали в» зтоть разь на основанія свойхь взмбреній 
кубической сжикавмости каменной соли; путем вичисленій оня 
опреділили, что сжимаєность стінокь ихь півзоветра 


каз 0.0000021. 


Такий образожь ихь наблюденія резюшаруются слбдую- 
щей таблицею: 





ше сопві., 











Х» : 
00000519 | 090. | 
0.0000481 | 9 


0.0000462 | 17.95 


дтя числа вполий согласуются сь числами біга8зі. 

Оки, между прочимь, еще изолідовали сжимаєжость водн, 
проквпаченной я содержащей воздухь, и нашли, ЧТО Ввь СЖЕ- 
маємости такихь образдцовь віть той значительной разницн, 0 
которой упоминають Соїадоп еф Збагшт?). 

25. Вь непоєредственної связи сь работами Вдбпісеп'ь Я 
сровідег', по нядев и по времени находятся язслідованія 
Вгацпп'а, Мах Зсришапп'а и Огезког'а, кь нзложенію которнх? 
ин теперь и перейдем"». 


1) Уебпдєг. У/іві. Апп., Вд. 34, 1888, р. 115 віс. 
2) По вопросу о сжимаємости жидкостей, содержащих газьг, см. Ївапі 
регі. Согорієв геодйцз. Т. 105, 1887, р. 375 и р. 1173. 
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Вгацп Ї) изохВдоваль вопрос о растворимости тверднх» 
тіьть й о сопровождающихь 66 изифненіяхь обьека я знергін, 
дія рішенія котораго ему необходимо бнхо произвести спеці- 
альноє изсхВдованів сжинаємостя нікоторнхь солей й ихь рас- 
творовт 2). 

Заключивь растворь в» дилатометрь сь пришлифованяниь 
капиллярень, онь кипятиль его для освобожденія оть воздуха, 
з затвиь поивщаль в» пряборь Оег5іедіа. Ковффицівнть К 
Вгайцо опреділить, какь разноєсть между козффицієнтами сжи- 
хаємости води у,--У,, причемь принниахь у, 0.000051 при 
190, а у, наблюдаль непосредственно., ШОпреділенів сжимає- 
хости твердихь солей бнло произведено схфдующимь образомь: 
онь наполняль двлатометрь концентрированнниз растворомт 
данной соли при ввсокой температурі, оволо 339 С., вслід- 
ствіів чего при охлажденій его до 09 на дно сосуда осажда- 
лась кристаллнческая соль; такимь пріємомь вву удавалось 
довести наполненів твердою болью до половини дилатометра. 
(жимаємость соли ему приходилось ввічислять: по сжинаємости 
раствора, по удільних» в'івсамь раствора и твердой боля, по 
вфсанмь раєтвора и соли, и онь получиль слявдующіє резуль- 
тати при ієк19 6, 


Сжинавмость 
нас. раствора 


реприно печать 


| Схжимавкость 


Названіє соли 
соли 





Хлористий амионій | 0.0000049| 0.000038 
Квасці..........-|0.0000019| 0.000046 
Хлористий натрій..| 0.0000014 | 0.000027 
Глауберова соль ..10.0000071 0.000042 


1) Вгапо. У/ієд. Аго., В4. 30, 1887, р. 250. 
1) Вгапо. Рос. сів. р. 264. 


Т. ХП. Зап. Мат От. 10 
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Вбпісео и бЗерппсійег 1) подобнниь-же пріємомь опреді- 
ляли кубическую сжимаемость твердой соли хлористаго натрія 
и нашли 


--6 
У, р.2х10. 


Такь какь 9то число значительно разнится оть числа 


--6 
14х10 Вгацп'а, то для контроля они вичислили кубическую 
ожинавиость зтой соли из» наблюденинхь Удсієбомь модулей 
гнутія и крученія й нашли 


--б 
рез 4,210. 


дти два числа говорять противь изибреній Вгашп'а, в5 
чень онь и сам» соглашаєтся 2). 

26. Цо способу Фціпске и вь его лабораторій Мах Зсри- 
шапо 2) продолжаль язелідованів єжимавности  жидкостеі, 
остановивь своє вниманів на водинхь растворахь хлоридов» 
натрія, калія, кальція, аммонія, барія и стронція. Методі, 
средства й даже часть півзометровь били взятн изь предряду- 
щихь изолідованій ()ціпске (си. 8 19), воть почему в отой 
работВ8 мн не ветрічавмь ничего новаго Ввь синесаВ кетоцн. 
Піезокетри били изготовленн (бвівзівгожь изь тюрингенскаго 
стекла, а кооффяцієнтн кубической сжимаємости найденн пло 


разности 
Хе "Ха К, 0 2) 


вь которой у, взято яз опнітовь (їгаб8і по сжимаємости воді, 
а Ха Найдено автором для всфхь півзометров» при 09; такий» 
образом», оказалось для півзометра 


1) Нбпідео 4 Зерпеідйег. У/іві. Апо., Ві. 31, 1887, р. 1003 и В4. 34 
1888, р. 551. 

3) Вгацо. У/івд. Апо., В4. 33, 1888, 239. 

3) Мах Зесрашалпо. У/ісд. Апп., ВА. 31, 1887, р. 14. 
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ЖІ іе- 0.00000135, 
Ж ПО іч 0.00000090, 
Ж ПІ іче  0.00000342, 
Ж ХО вез--0.00000084. 


Ожинавность стекла, однако, вь такихь предфлахь на 
саонь дблї не колеблется; новійшія изсябдованія |) пока- 
зали, что двя французскаго обнкновеннаго стекла 


рез 0.00000221, 
Е-- 0.00000274, 


для нфивбцкаго стекла 
Е--0.00000244. 


для хрусталя 


Велідствів зтого, я ке считаю возможнниь допускать та- 


кія значенія, как» і090х10. п три» менфе 2---0.8410. 
дти числа показнвають, что козффицівнть у, Зс6битаюпт'я слиш- 
ком великть сравнительно сь козффиціентами (ігавві; вр 9том от- 
нопенія наблюденія Фціпеске безупречнфе, и вь нихь видна об- 
ратная разница, т. 6. козффицієнть у, маловать. Нужно пола- 
мть, что вь отой неточности й лежить причина разноглабія 
лежду нівкоторими виводами Зсришапп'а я внводами Вбпієвп 
5 Зсбовійега и Дгескег'а. Наблюденія били произведенн при 
09 и кокмнатной температурі, а давленія били очень мална; 
всего вь 100--500 шт. ртутнаго стохба, 

Воть заключенія, кь которвиь приходить Зеришало. 

1) Сжимаєвность воднаго раствора одного и того же хло- 
рида и при одной и той же температурв тбвиь меньше, чив 
больше концентрація раствора. 


1) Си. таблицу У кубической сжимаємости стекла, гл. П, 5 16. 
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2) Махня количества принішиваєннкь кь водб сохей 
изивняють ся сжанаємость весьнха разжнчно; изифневіє зависить 
не только оть количества и роха боля, но я оть температурн. 

3) Схабне раствори хлористаго калія и хлористаго каль- 
ція при 159 С., хлорястаго аншонія и хлористаго стронція при 
09--обладають большею сжикаємостью нежели вода при тіЕхь же 
тезпературахь. Позтому всегща возможно найти раствор'ь зтихь 
солей, которнй обхадаєть такою же сжинаємостью, какою обха- 
даєть вода при той же тенпературб. 

4) Всв разжиженние раствори солей повторають анома- 
хію водн; при 09 они сжинаются сильне, чіиь при болів 
внсокихь тенпературах». 

5) Раствори хлористаго амишонія, хлористаго калія в, 
вброятко, хлористаго баріа при всякой концентрація обладають 
свойствомь -- уменьшать свою обжимаємость сь возрастанієкь 
тенпературн. 

6) Раствори хлорястаго натрія, хлористаго кальція й хло- 
ристаго стронція, начиная сь нікоторой концентрацій для раз- 
їичиихь солей веська различной, напомивнають большинство 
жидкостей, т. е. ихь сжимаємость возрастаєть сь возрастаніви» 
тонпературн; пря ето» в» болів концентрированних» раєтворахт 
хлористаго натрія и хлористаго єтронціа вліяніє температурн 
не зависить оть концентрацій. 

1) Та степень концентрацій, начинах сь которой растворн 
трехь упоманутихь солей обладають нормальнниь свойствомь 
сжинавмости (возрастанів ей сь возрастанівмь тенпературн), 
даєть для каждой изь нихь такой растворв, сжимаєвмость кото- 
раго не зависить ость температурв. 9то свойство жидкоєтей 
устанавливаєтся впервне. 

9) Между сжикавмостью и плотпостью пзученнихь тіль 
нельзя установить какой-либо простой зависимостя. 

21. Вь 1888 году, Югеокег 1) опубликоваль дальнвітіз 


1) Огескег. У ісф. Апп., Вд. 34, 1888, р. 902. 
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свон о изслідованіл по ожимаємости жидкостей (єм. 5 20), 
остановив» на 9тоть разь свов вниманів также на растворахь 
хлористаго калія й хлористаго кальція. Он» приготовиль по 
семи растворовь каждой соли различнаго процентнаго содержа- 
тя, причень напояняль теперь півзометрь пря кипбвній, такь 
какь при холодномь способі наподненія всегда обкаруживалось 
присутствів воздуха; вопрекя ожиданію, кипфніе весьма ничтож- 
но нзивнало концентрацію раствора, приблизительно 0.1 єт. на 
250 сг.; кромі того, для контроля продентноє содержанів опре- 
дфлялось титрованієм». Давленів до 5 атмосферь изиВраялось 
бохбе чувствительнни» воздушнниь манометром»; предВлн от- 
клоненій его нзибреній не преввшали 0).49/,; вичисленів ковффи- 
цівнта ежимаєности у, било всецівло основано на формулі (17), 
согласно которой онь наблюдаль лишь мгковенння изифненія 
обзема Р,» Йзь зтихь опнтовь онь нашель для водн 


Хасе0.0000443 пря 17.849 С. 
а по Вбпісоп'у и Зебпеідег'у 
Хаз-0.0000438 при 17,84? С. 


Переходь оть кооффицієнта у, кь кооффицієнту у, сді- 
їань пря помощи взатаго у Веспації числа 


кез0.00000 18. 


Подобная же разница вь 1.59/, обнаружельсь при срав- 
ненія козффиціентовь сжимаємости растворовт, которую Дгескег | 
справедливо приписнваєть различной сжимаємости пісзометровт. 
Сь наблюденілии ЯЗсритапо'я такого согласія нять, и раз- 
ности--то положительння, то отрицательння,--иногда ДоСтига- 
ють 109/,, Результати зтого изелідованія стоять в противо- 
рьчін сь нфкоторнин швнводами | Зсербишапп'а:  во-первихт, 
Дгескет отрицаєть открнтую Зеришапп'омь аномалію разжи- 
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женнигь растворовь хлористаго калія и хлорястаго кальція, 
состоящую вь тоюмь, что пря 159 С. они обладають большер 
сжинавмостью, чЕиь чистая вода. Ота аномалія отрицаєтся 
также Вбпієвп 6 Зсровідег'онь 1); в во-вторихь, ои5 ке 
признаєть того, чтоби ожимаемость растворовь хлористаго ам- 
монія, хлористаго кальція и, ввроятно, хлористаго барія, ужень- 
шалась сь возрастанівмь температурн. 

ато онь вполиюв подтверждаєть внводн Вбпіевпа вн 
Зерпвідет'в. 

На обснованій бвонйхь изибреній Ггескег внеказнваєть 
слбдующія положеніа: 

1) Сжимавиость растворовь хлористаго калія и хлористаго 
кольція вбегда меньше сжимаєностя води. 

2) Укеньшенів ожимаєности, однако, не проперціовально 
содержанію соля. 

3) Сжимавкость зтихь растворовь до опредбленной кон- 
центрацій убнваєть сть возрастающей температурой аналогично 
воді, а послі нея возрастаєть сь возрастаніємь  температурв, 
подобно спирту, звиру и т. д. Такая степень концентрація для 
растворовь хлористаго калія равна 169/,, а для хлористаго 
кальція - 209/,, и ожижаємость зтихь растворовт не зависять 
оть тежпературн. 

28. Вь втоть періодь времени Вбпісвп и Зерпвідег?) 
опубликовали еще одянь менуарь, вь котороя сдфлали воз- 
раженія Зсвитатпп'у: - 

1) Слабне растворк (2.529/, и 3.869/,) хлористаго ка. 
хія и хлористаго кальція ниїють, согласно Зепашапо"у, при 
159 С. большую сжимаємость, чбиь вода при той же текпе- 
ратурв; послі провірки ототь виводь оказался ошибочнни». 

2) Они не признали также того согласія, которое усжатре- 
валь Я8сришапі между свойми изибреніями й ихь, такь какв 


1) Вбоїдоп шипа ЗсБпеідйег. УУівд. Апо., В4. 31, р. 1000, 1887. 
2) Тьідевш. 
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уклоненіз шногда достигають 109/,; о столь значительнихь 
уклоненіяхь упоминаєть и Ргескег. 

29. Начиная сь 1883 и до 1888, профессорь Таїй опу- 
бликовать рядь мелюнхь замфтокь по сжимаєности нВкоторихь 
хидкостей и в частности води и ртути 1). Общій результать 
отихь изслібдованій дань вв ВеібідНівг ха деп Аппаївп йег 
Ррузік под Сбетів, Ва. ХІПІ, р. 442, за 1889 годь. По- 
добно Дішб, Таїф погружаль свой ціезометрь в» жоре ка зна- 
чительную глубину, так что давленія достятали 150--450 ати; 
онь изибряль ихь помощью поршневмхь манометровь Ашабаї 
(шапопдіге й різфбоп Прге). Регистрированів уровня жидкоєсти 
в піезошетрі совершалось различинми способами: разложенівмь 
серебра на стібнкахь капилляра, помощью злектрическаго тока 
и подвижнихь указателей, какь вт термокетрахь Зіхі-Сазеїа 
а тахішош в шіпішшо. Для перехода оть кажущейся сжи- 
жаености у, Кь истинноОй у,, онь нзибрить кубическую осжи- 
хавность стінок півзометра помощью опита, в» котором'ь стек- 
зяньй стержень укорачивался подь дбійствівмь всестороннато 
тидростатическато давленія, и нашель для хрусталя 


кез 0.0000026, 
а козффицієнть сжимаємости ртути 
у «є0.0000036. 


Таїф подробно шзслвдоваль сжимаємость води, взятой из» : 
псточника, при разньх»ь давленіяхь р (вираженннхь в тоннахт; 
тонна -- 150 ати.) и при разнихь тенпературахь / и устано- 
вид связь между ними вь форюв сабдующаго уравненія: 


-- --9 --9 
у, -:10(520- -17р-рр)--10 (355 -- Бруї-Н10(3-кр)в (23) 


1) Кратків разборь его работь помВщень в» Веібійціег, ВА, 8, р. 12, 
р. 439; В4. 9. р. 374; Ва. 10, р. 149. 
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дто уравненів показнваєть, что сжижаємость падаєть б возра- 
станівиь тгипературн и давяенія; шіпішцю ожимаємости води 
лежить около 609 б. пря малихь давленіяхь, а при большигь 
Давленіяхь онь перемівщаєтся ниже. 


РаєЇїапі 1) провбрить оту форжулу вь зависижоєтя оть 
температурн, т. в. | 


--Ї 
Хо 10(520---3.551-К0.03г2) (29 


и вполив оправдаль єв; онь нашель 2): 


Тавлиці П сжимікмости води. 












| 7 7 
Їх 10 наб. у. 210 вич. 
0 521 520 
10| 489 487.5 | 
20 463 461 
30 442 440.5 
40 421 426 
50 416 417.5 
60 408 4!5 
70 409 418.5 
80 415 | т 
90 421 пли 
100 430 о 


оно 


1) Числа второй коловнь мсправхенк на основаній опцьтовь Атврзв! 
(С. В. 104, 1887). 
3) Рабіїапі. ВеібІКібег. Ва. 14, 1890, р. 98. 
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Для ншорской води Таїі даль уравненів 


1 --9 --9 
7-10 (481--21.25р-2.25р1)-10 (355--5р)1-10 (3-мр)2, (25) 


согласно которому шіпішит у, при атиосферномь давленін ле- 
жить около 569 Є. 

Кроні того, онь изсяВдовать еще четвкре раствора хло- 
ристаго натрія. 

Изь свонхь опнтовь надь сжимаємостью води й опнтов» 
Оввргеїз надь отношенівюь плотности водн при 09 и 496. 
Таї| вичислимь пониженів точки шлахішиш'а Плотности в за- 
висимости Фть давленія и нашехь, что при давленія в» 150 
атносферь она должна понижаться на 39.17 С., низь опнта-же 
оказалось всего 390.; при давленій вт 327 атиос. точки тахі- 
шип плотности и замерзанія совпадають ка діленін---2.49 0.1), 


30. Вь 1887 году, Атабаї 2) независимо оть Таїі'а опу- 
бликоваль зслбдованів о ожимаєности вод, но предфлв его 
хавленій били значительно больше, около 3200 ати.), я тен- 
пература мвнялась также вь большяхь предфлахь оть 09 до 
509 б. Окь нашель, что шахішит плотиости при давленін вв 
200 атиос. перемстился до діленія 09.5 С., т. в. на 3.59 Є. 
ниже, что согласуєтся сь внчисленівм»ь и наблюденіями Таїї'я. 


При 700 аткосферахь давленія шахіщита опустился наже 
нуля--результать, также указанний Таїф ок». 


Агозєай показаль даліе, что при значительннхь давле- 
ніяхь уменьшенів козффиціента ожимаємости води сь возраста- 


1) Кь совщахввію, я не знаю оригивальньхь статей Таїі а, напечатан- 
них» вь Керрогі ої (Бе зсівабійс гевціїв ої Ме усуасе ої Н. М. 5. Сіві- 
Їсацег. РБув. вод Сбешівігу 2, рагі ТУ, р. 76. Бопдоп-Едіобогеїб вод 
Дабііп, 1888, котораго нб8ть вь библіотекв Ймпереторекаго Новороссійскаго 
университета, 

3) Сошаріев Вепдив. Т. 104, 18987, р. 1159. 

7) Давленія измврялись манометром й рівкоп Їте Ашадві 
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нів температури сглаживавтся, и при давленінй вв 3000 ати. 
вода уже входить вь нормальньй радь остальних» жидкостей; 
всв пертурбацій он приписнваєть существованію тахітиши а 
плотностя. Укеньшенів кооффицієнта сжимавкжости постепенко за- 
медляєтся также сь повншеніеш температурі, и какь показали олн- 
ти Раєсіїапі в Уісепбіпі, окончательно останавливаєтся за 6090. 

Кромб водн, Атагаї ) еще нзсхбдоваль вв тіхв ке 
предфлахь давденій и температурь обнкновенний звирт, ахко- 
голи: 8тиловнЙ, метиловнй, пропиловні, алянловнй; ацетоні; 
хлористнй, брожистнй, іодистьий отиян; сбрнистий углероде, 
хлористий фосфор». Ковффицієнтовь сжимаємости он не даєть, 
такь какь пока ему нейзвістин козффицівнти упругости піезо- 
метровт. 

31. Вь 1888 году. Ре-Невп?) вв» свовжь сочинекніи по 
сравнительной физикі и теорій жидкостей отводить м'всто схк- 
хавмости жядкостей, причемь интересуєтса, главнниз образок», 
язифненіснь сжикаємости сь изибвненіємь  температурн. Окь 
язучиль слідующія жидкости: ксилень, толувнь, бензойнокяс- 
лий бутиль, бензойнокисянй амиль, валерілновокислий жетать,-- 
отиль, - бутиль и--аниль, бромистьй зтихен, хлористьй отихетт, 
хлористий углеродь (С,СЇ,), маслянокисявй метил, -отять,-- 
бутиль и--алилр, вь предфлахь температурь 109 С0.--1009 6. 
и давленія 5.25 ати. ШЦШівзометрь наполнался всегда при ки- 
«ліній жидкости вь пустотв й подвергался только одному вну- 
треннему давленію; чтоби опреділить величину поправки б,» 
я базу ОНЬ ВОСПОЛЬЗОВался КОФффицієнтами осжижаємостя водн 
Х» пря 109 0. и при 1009 С. Радііапі в Уїсепбіпі (8 21, 
колонпа 5-я таблиць Г). 

32. Вь 1889 году, Атака ?) опубхиковаль весьма як- 


1) Ашабдає. Согаріез гепааз. Т. 105, 1887, р 1190. 

з) Ов-Невп. Несбегсієв іоцебапі Іа рбувідав согарагбе ві Іа ботів 
дев Папійев. Рагів- Бопувіп, 1888, сбар. ПІ, р. 49. 

3) Дшасаї, Зопгові дз Ріпувідче, (2) 6. 8, 1889, р. 197; тякие Ао- 
паїез дв сбіш. ві де рбуз., (6) 5. 22, 1891, р. 137. 
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тересний шемуарь по сжимаємости ртути. Онь избябдоваль ея 
свнмаємость вь 3-ни цилиндрическихь нпівзометрахь сь цлос- 
кино донншкали, каждьй дяиною вь 1 т., сь цілью квайти 
упругія их свойства, такь какь ему необходижо бнло испра- 
віть свой опт по сжимаємости газовь и жидкостей. Метода 
во бнла по существу - методой Векпації, но он» располо- 
каль свой опнтн такиюь образом», что могь оперировать также 
я ло жетодв «зшіп'а. Давленів било доведено всего до "1-ми 
атносферь, а температура поддерживалась постовнно при 4268, 
такь какь во вифілномь резервуарів у него била налита вода, 
а растиренів води при шахішиш"в вя плотности почти равно 
кутю. 

Опити  Ашабаї звивбчательни по той тщательности, сь 
воторою онь изсявдоваль упругія свойства свойхь піезометровт, 
чего нельзя сказать о ціломь ряді предридущихь работь. 

Оврь остановился на опредфленій кубической сжимаєности 


| а 
0 


по способу, указанному Веоспації и осуществленному когда-то 
УУвтіввіт'омь 1). Сцособь етоть состойть в» ввтяженій півз0- 
кетра, наполненнаго жидкостью, Ф(/, есть кажущеєся увеличеніо 
обьека жидкости (/, при растяженія грузомь Р. Такь какь в» 
ото уравненів входять дві нейзвістння: козффицівнть внтаже- 
ня а и постоянная Роіззоп'а с, то для полученія втораго со- 
отношенія между а й с онь пройзводяль еще один» опить, 
вь которомь онь нажималь півзожетрь сь салою Р, сь одной 
внбшней сторонні, какь зто діфлаль Беспації, тогда 


с 
Іза нія (5--4а) Р.О, (т) 


- 





") МУегійсіш. Аоповієв в сбіп. ев де ріув., (3) 6. 23, 1848, р. 52. 
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Вь посивднень уравненія Ї/ есть кажущееся увезячекіє 
обьека жидкости, заключенной вь тоюь-же півзожетрв; КБ, и Е, 
суть его внутренній и внбшній радіусн, а остальння величинн 
уже извістив. На основані послбднихь двухь уравненій он» 
опредфлягь кооффицієнть ЕХ. Трубн для его піезометровь били 
заказанн на хрустальномь заводі (піїбегі-Магбіп, вж Зчіпі- 
Оепів, а самне пієзометри приготовленн изь нихь у АЇувгопіаі 
а Рагі8. 


Воть результати его язиБреній: 


ТавлицАа ПІ козФрицікнтовь СЖИМАЕМОсти СТЕКЛА й РТУТИ, 


| 
1) 0.2476 |0.0,1434 |0.0,2202 10.0. 1696 10.0,3898 


0.2450 1437 2200 1680 3580 


отокло 
оо 


3| 0.2428 | | 1419| | 2190| | 1744| | 3934 
ережнее | 0.2451 |0.0,1430 | 0.0, 2191 10.0,1707 | 0.0,3904 


1| 0.2538 10.0,1604 10.0,2369 10.0,154710.0,3916 
2| 0.2481 1603 2423 1502 3925 
3| 0.2534 1624 2403 1470 39317 


хрусталь 


4| 0.2443 1580 2424 1530 3954 





среднее | 0.2499 ооул602 1004оє 0.0,1512 | | 3933 
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Отсюда шокончательнов значенівє истиннаго коеффиціента 
скимаємости ртути есть 


У, «:0.000003918 при 49. 


33. Наконець, вв остаєтся указать на бвязь шежду ра- 
ботою Ашаєаї и моею, изложенію которой я посвящаю третью 
маву отого труда. 

Я занимался вопросожь о сжикаєвмости масель и коллон- 
довь зимою, вь 1888--1889 годахь, и когда не только вся 
работа по ожимавмости ртути била мною обдужана, но отчасти 
уже и внполнена, я узналь о прекрасной работь Атаєві. Не 
считавь для себя возможннизь бросить начатую работу, пред- 
варительнние результаті которой хорошо сходились сь числами 
Атаєсаб, я рьшиль продолжать ве, При втомь -- 

во-первнх», а оперироваль одновреженно по тремь методам: 
Веспації, Зашіо'в и собственной; 

во-вторвіхь, поставиль собі ц'ілью связать методу "атіп'я 
сь теоріей упругости и привести чисаю Фатіп'а (8 13) кь чис- 
шив Вертації, Таїб'в и Атакаї; 

вь третьнх», опредблиль кубическую осжимаємость непо- 
средственно по Векпамії, считая саш-і).25, и, кро того, по 
форму Кос3(1--2с)//7, сділавь рядь опитов гнутія й кру- 
ченія піезометрическихь труб». 

Получивь результат богласнне сь творієй упрутости и 
сь числани Атака, я рЬтихся обнародовать зто изслідованів, 
которов, насколько жи кажетоя, уясняєті, какт связь между 
отдфльними експериментальннии методами, такь й их отнотенів 
кь теорій упругости. 
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ГЛАВА П. 


Опредбленіве кубической сжимаємости стекляньхь стінокь 
піезометра. 


1. Обзорь работь, изложеннихь вь предьидущей главі, 
привель нась кь уббжденію, что невозможно получить козффя- 
цівнта абсолютной сжимаємости жидкости у,, всли ти или 
янниь путем не опредлить козффицівнта кубической сжимає- 
мости А стінокь півзометра; позтому теперь мк займемся раз- 
борожь тіхь мето|ь, помощью которнхь ототь коеффиціенть 
можеть бить опреділент. 

2. Ми виділя сверхь того, что до Веєтації не било 
строгой методи опреділенія козффиціента кубической осжикає- 
ности стВнокь піезометра, а потому ми прямо начнемь сь его 
нетодн, которая важна по своей непосредственности, такь какв 
она позволявть опреділить козффицівєнть А того именно піезо- 
нетра, вв которомь сжижаєтся изучавмая жидкость, и такь 
какь Іашб точно основаль ев на уравненіяхь теорій упругости. 
Пашб даль уравненів, носящев названів полнаго упругаго рас- 
ширеніл, по которому легко опреділить измїненія, нспнтн- 
вавиння цівзометромь, когда его подвергають д'йствію  вну- 
треннято шли вибшнаго давленія, или же одновременному дій- 
ствію того и другаго. Предположимь, что наш піезометрь ло- 
строень изь изотропнаго вещества и представляєть собою по: 
льй цилявдрь, оканчивающійся полусферическими докникани, 
и пусть будуть: 
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Р -- кубическая сжикаємость его стбнок»; 

К -- радіусь вившней его стики; 

Ко-- радіусь внутренней его стінки; 
С(вчат7П--обьень его внутренней цилиндрической части: 
Й т : т Бі--обьен»ь его ввутренней сферической части; 


МИ огеЙ/-К /,--его полинй вкутренній обтемнь; 
Кк 
М сих о и М -- 1 1 . 
в- В-ВО 

Р.--вившнев давленів, вкираженнов в» атиосферахь; 

Р, -вкутреннее давлекіе, вираженнов также в» атиосферах»; 

Х й р--дві постоянння стровнія тіла (сопвіапієв де соп- 
віййибіоп), вь функція которихь'Дашб внражаєть козффицівнтн 
упругости, такь что модуль Юнта 


32-Ь2 
ве (1) 
постоянная Роїзвоп'а ; 
"ен! (2) 
а кубическая сжимаємость 
Ко по з 3 
з-д (3) 


8--похнов упругов расширенів обьеша М/,, когда оболочка 
півзометра непитиваєть дійствительння давленія Р, и Р., 
Гашб доказаль, что 


вк РИМ РОМАН ЗЕРЕОВ РТ 


ЕР, Р, М--РУ-ЬТ)ч АН ВАТ 
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дто уравненів вниражаєть полноє упругое расширенів пів- 


зонетра, которниз жк будежь часто лользоваться. Патаб 1) ва- 
писаль его вь упрощенной фориб: 


ванн | РУ Р СМТ) З (Р,--Р;) (Мчна)|-к 


() 
ЗЕРЦРУМ РОМАНІ) (Рь--Р.) (УЗН, 
которая получаєтся язь предвидущей при убсловія 
Хан, (5) 


9квивалентномь 
сез 0.25. 


Таков значенів постоанной ФРоїввоп'а приписнвахи перво- 
начально Хачівг, Роїззоп, а затвиь Ватгб де 55.-Увпапі и 


Согпи. 

3. Приміфнимь зто уравненів кь опреділенію коеффицієнта 
кубяческоїй ожинавмости К по способу Беспації, причень назо- 
вен черезь б' то кажущевся увеличеніо обтема Й/,, которое 
ин наблюдаєвиь вь капиллярб півзометра, подверженкаго одному 
вившнему давленію Р.. 


В» такомь случав Р,2-0, и ур. (4) превращаєтся в»: 
' Х 
панів ання) я З Вау 


ЕР, РОУЗ) З зни РМ-НЯ)Ї, 


откуда 
РЕ яз 


0! 








1) Верово М. Їос. сів. р. 441. 
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а при Хсзу 
0! 


Ро ат 
заментудунмчнуї, | | 8? 
Такизь образоюмь, чтоби опреділить кубическую  6жимав- 
хость і; півзометра низь цоблїдняго уравненія достаточно од- 
ного описаннаго опита и предварительнаго знанія разибровь 
сосудв, оть которнхь зависять величини М, М, 0. У, Од- 
нако, строгов опреділенів козффицівнта КЕ можеть бить сдблано 
ївшь по уравненію (6), для винчисленія котораго необходимо 
знать абсолютнов значенів постоянинхвь Гагб Х и у, другими 
словани модуль Юнга и постоянную Роіязоп'а, сь которнии ов'Б 
связанн ур. (1) я ур. (2). По втому способу кооффиціенть 
кубической сжимавмостя Є бнль обстоятельно опред'івлень са- 
лимь Векпації 1), затвиь У/егібвіт'омь 2) и бтавзі 2). Раз- 
ница между отини изиВбреніями состойть лишь В» том», что 
Беєспалій пользовался при вичисленій євойхь опитовь уравне- 
ніень (6"), а УУегібеіш "), занявшись обетоятельнниь опреді- 
денівиь абсолютной величинн а, замівниль его кновниф, кото- 
рое жегко получить з ур. (6), положивь в нем 


Хазди,. (7) 
что соотвітствуєть со-- 0.33. 
Вь такомь случаб уравнеків (6") принимаєть слідующій 
вид: у | 
Ва 15 





3 


1) Керпації. Їоє. сів. рр. 446, 450, 454, 461, таблиць ЖЖ І, ТТ, 111, ТУ. 

3) У/егіївіш. Аппаїев де сбіш. ев де рНув., (3) 5. 23, 1848, таблиць 
ХП, ХІІ и ХІУ, рр. 90--94. 

3) (гавві. Гос. сів. р. 448 еіс. 

) УУегібвію, См., кром8 упомянутаго мемуарае, еще: Апопвієв де сбіш. 
сі де ріув., (3) 8. 25, 1849, р. 209. 


т. хш, Зак, Мат. Отд. и 
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яЛк 
30! ' 
Рез МРС, 0 197 


Воть по отому-то уравненію (їгавві й произвель вичис- 
леніє кубической сжимавмости свонхь пяти піезометров». 


Вь посявднев время по способу Веспації били єділанн 
опредфленія кубической сжимаємости стекла Атакаї 1) я мною. 


4. Кромі зтого способа, можно остановиться еще на друго», 
которий также даєтся теорівй упругости, согласно которой 2) 


ро За(1-- 22), (8) 
или 


го а-ад, " 


гав ДЮ есть модуль Юнга. 


Отсюда легко видіть, что кубическую сжимавмость К моно 
вичислить, єсли извістим -- модуль Юкга Б и постоянкая 
Роізвоп'я с. 


5. Модуль Ювта легче всего опредіфлять по растяженію 
а стержня или пісзометрической труби. Однако, если, повиди- 
мому, ототь способь и очень прость, то на самомь дбав слі- 
дуєть єго избігать, такь какь кзивбряємов рабтаженів есть 
величина  слишкомь малая и вліянів ошибокь, нензб'івжно 
сопровождающихь ел изибреніе, слишкомь велико. Ми" кажется, 
что разногласів, существующев кежду работами УУегібсіт'я 
и новбйшими изслВдованіями касательно сущности постоянной 
Роізвоп'я, отчасти обьяснявтся внборомь йменно зтой методн 
опреділенія модуля Юнга, 


1) Ашафцеі. Зопгпві де ріувідав, (2) 5. 8, 1889, р. 197; Апоааієв де 
сбіш. ві фе ріув., (6) 5. 22, 1891, р. 101. 
з) Зашій ві Боаіу. Сопге Фе рбувідце, Т. Т, Жвв. 1, 1882, р. 147. 
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Сабдуєть замібтить, что вь настоящве время ев махо-по- 
халу оставляють; Ашасзі., много занимавшійся нзученіви» 
шпругости тверднхь тіль, считаєть, наприм8ре, совершенкно не- 
возножаниь примінеків отой методи Кк» стеклянни» стержнамь 
но трубамь, всяВдествів неправильности нхь форин. Однако, он» 
допускаєть ва пряложенів кь металянческимь стержням», пра- 
вильно обработанннизь на токарномь станків; онь!) даже сам» 
воспользовался ею, но в» значительно убсовертенствованной 
фориф, а именно, он очень остроумяо примбнямь кт изибре- 
нію удлинпенія двойной сферометрь, а для опреділенія момента 
соприкосновенія обох» винтовь сферожетра сь двумя особния 
стойкани прибора--два гальванометра. 

6. Модуль Ювга сь ббльшею точностью изиврлєтся по 
прогибанію стержня нли трубв. Основнввясь на етомь пран- 
ця, опиту придають три разння форин: 

а) стержень закрівпляють неподвижно обоний концахи, а 
прогибающій грузь помбщають по середині; | 

р) стержень закріпляють неподвижно однимь КОНЦОУ», а 
трузь ввшають ка свободномь конці: 

с) стержень всвободно лежить концами на призмжах», а 
прогибающій грузь пожвщаєтся по серединні; 

Її) иногда непосредственно измбряють прогибаніе, иногда- 
хв только угожь гкутія, 

Соотвізтственно зтимь тилячнимь случаяюь употреблають 
различиня формуль. которня даются во всфхь учебникахь тео- 
рія упругости 2) для случаєвь, когда поперечння сбченія но- 
пнтувинхь тіль суть--квадрать, прамоугольникь, 9ллипсь Й 
кругь, а боже сложння задачи резобранк вт нзв'встномь ме- 
хуарв Ваггб де Звіпі-Увпапі?)-- «вит Іа йбхіоп дез ргівшев». 





1) Ашадрві. Фопгові ів рЬувідпе. (2) і. 8, 1889, р. 200. 

з) Уїоїйв. Соштв йе рЬувідце. Тоше І, Ргешідге рагіїв. Рагів, 1889, 
р. 443 віс. 

ї) Ваггб де Звіпіь-Увпапі, опгпаі де Щіопуїйе. (2) 4. 1, 1856. 
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4. Чтобн опредблить постоянную Роіззоп'а прибігають 
кь разжичнимь способам», Прежде всего. зам'втим, что между 
модулемь Юнга ХК, постовнной Ізшб у и постоявною Роіззоп'а 
с существуєть схвдующая связь!) 


тео ПИ 09 


и. стало-бить, опред'іленів с діфлаєтся помощью модуля Юнта 
РЕ и постоянной і, яменуємой также модулемь твердости. При 
отомь модуль Юнга находять изь гнутія стержней и трубз. з 
нодуль твердости изь ихь крученіл. 

Виборь формулхн, помощью которой можно бнло-бн опре- 
ділить р, завясить оть распохоженія опнта и формю попереч- 
наго січенія стержней и трубь 2). КігебБой 2) доже предложяль 
одновременно подвергать испнтувиня тіла гнутію Кк крученію; 
и посів него, зта метода считавтся найлучшею. Кю занимались 
о нногія лица: Купоерь"), ОКафом 5), Бувгеіі 9), Усія 7), Ваш- 
швівівг 8), Кіевмії 9), Комаїзку 19) и теперь я--ий нашли числа, 
которня собранн ною в» нижествдующей таблиці постоянньх» 
Роізвоп'я (си. 5 13 отой главн). 


1) Уїсіїв. Шос. сів. р. 437. 

3) Уіойе. ос. сів. Ргешідте рагбів, р, 437. 

3) КігенЬої. Росс. Апо., Вд. 108, 1859, р. 369. 

) Купеерь, А. Т. Опмтимя изсаВвдованія упругости металловь. (аб. 
1860 годь. 

1) ОКабоу. Росб. Апо., Вд. 119, 1863, р. 11. Тоже по русеки М. Ока- 
товь. Теорія равновбфсія и движенія упругой проволоки. Саб. 1867. 

є) Бувгебі, РЬіов. Тгапваєсбіопв. У о). 156, 1866, р. 1855; У ої. 157, 1967. 
р. 139; У ої. 158, 1868, р. 363. 

1) Уоідб, У/ісд. Апо., В. 15, 1882, р. 497, кромі того, онл, пом'стяль 
еще нбфоколько работь в» УУівей. Апо., списокь жоторьхь помібщень В» єго 
мемуарв, напечатанномь вь У/іей. Апоп., В4. 38, 1889. р. 573. 

) Вайцовівівг. У/іві. Апп., В. 18, 1883, р 578... 

7) Ківууїв, У"іесд. Апо., В4. 29, 1886, р. 617. | 

ю) Кочгвівку. У іей. Апп., В. 36, 1889, р.307 и В4.39, 1890, р. 155. 
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Нікоторне нзслбдователи нпользовались фориулою (10), 
но опредВляли модуль упругости не по прогибанію стержней, 
а по Ех внтаженію, или по звуковому єпособу | У/вгібсіш, 
Котацяср шод Роошіз). Такая замїна, вообще, нежелательна 
по мотивам», уже вноказаннниь вь 8 5. 

8. Второй способь опреділенія козффицівнта с биль пред- 
тожень Беєпації и внподнень УУегібеіш'омь !). Онь состоить 
вь ток», что длинний піезометрь, напояненний какою-лябо жид- 
костью, закрВиляєтся сь одного кокца, 8 сь другаго витагя- 
вастся нфкоторниь грузомь Г, вслідствів чего одновременно 
получаєтся два еффекта, помощью которнх», во-первнх»ь, легко 
опредбяить кооффацієнть удлиненія а, а во-вторюхь, язм'іне- 
нів 4(/, внутренняго обьсма (/,. Отсюда приращенів обьома на 
сдиницу обьема можеть бить ввражено двояко: єь одной сто- 


а 
рони по нзиїфненію уровня получямь ГР , ад сь другой-- 
0 


шзь кооффицієнтовь продольнаго растяженія а й поперечкаго 
сокращенія 8 получинь 


(1-на) (1--В)2--1-ра--28-за(1-- 22). (11) 


Приравняв»ь оти два внраженія, найдемь: 


аИ 

ПР 1-29), (12) 
откуда 

ай, 1 | 

Р 7-38, (13) 
6сли се 0.25, и 

аг, 1 

(Р 73 с, (14) 


6с1И се 0.33. | 
Опитн, пронзведеннне УУегіПпеіт'омь сь З латуннний и 4 
хрустальними трубами, привели вто кв заключенію, что с2-- 0.33. 


) Уегідвіш. Аппаїєв дв сріш. єв фе різув., (3) і. 23, 1848, р. 52. 
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Существеннов возраженіе, которое Уїоіе 1) діхаєть У/егіНвіш'я, 
сводится кь тремь зам'бчаніямь : 1-6--вблизи мвтоктр, нанесен- 
нихь у оконечностей піезометра, язиївненів обьема яноє, чбиз 
между міткамя; 2-6-- толцина стінокь вдоль трубь неодика- 
кова, й насколько она неодинакова--зтого УУвгібвіїш даже пе 
изсхідоваль; 3-е -- У/егібеіш не обратиль никакого вниманія 
на теринческія условія свойхь опнтовь. Сказаннаго достаточно, 
чтобн относиться сь большою осиотрительностью кь резулрта- 
так 6го йзифреній. В» томь-же синсїтв висказнваєтся Апа- 
баї 2), которий втишь способом недавно опреділиль а, Її, Е 
моталловь, но сь тінь сферометрическимь  приспособхенівчь 
для нзибренія удлиненія с, 0 которомь уже упомянуто в» 5 5. 

9. Третій способ» опредфленія козффицівнта с би также 
предложень Веєтачії ) и только недавно реализовань Ашадзі"). 
Способь зтоть состойть Ввь том», что только-что описаннні 
півзометрь подвергаєтся внтяженію грузомь Р, отчего мфняєтея 
первоначальний цилиндрическій обьемь (/, ка величину 4Й/,, 
я тогда, какь уже язвістно низь ур. (12), 


40, 
Р «(1-29) (12) 


или же вь функцій постоянннхь Ідашб 


1 
ПР З 15) 


если-же ототь самий півзомотрь подвергнуть одному вивашнену 
давленію Р., то на основаній урав. (6) изибненів обьвиз 
ве / СР, ввразится: 


1) Уїоіїв. Цос. сівї., р. 424. 

1) Ашасаї, "опгові Фе ріувідие, (2) 5. 8, 1889, р. 366, 
з) Верпапії. Гоє. сів., рр. 457--459, 

2) Ашабав. ос. сів. рр. 200--203. 
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2 РІОДСМАНТ) (би-н Зк) 
ри пожеж ни (16) 


нли же вь функцій когффицівнтовь а и с 


і «з «(М-Р1) (5--4с). (17) 





Изь уравненій (12) и (17) можно вичислить а и о, нли-же 
язь уравненій (15) я (16)--Х я и. Результати изибреній, сді- 
ханннхь по 9тому способу взложенн и уже приведенн в» таб- 
шць ПІ 5 32 первой главн, стр. 48. 

10. Четвертий способь основань на свази, существующей 
чехду звуковими колебанілни даннаго тіла и его упругими 
свойствани. Онь примвнался кь опредбленію модулей упругобти 
МнОгими лицями, й между прочими УуУегійвіт'омь, и состоить 
в томь, что язь стержня извлекають звуки при продольннхь 
колебаніяхь и при поперечних». Йзь творій-же упругости вн- 
текаєть, что отношенів числа колебаній стержня при продоль- 
ноюмь колебаній т, кь числу колебаній при крутильномь его 


колебаній т, равно 
"о у в (18) 
п, р 


дамфнивь черезь т отношенів п, КЬ п, и вставив» вмбето 
В равную ему величину низь ур. (1), находиюь, что 





па р 
Ар 
а отбюда 
1 ті--2 
За (19) 


Но постоянная Роіз8оп'а 
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-о Хо зов то 
"7 р) ач Х) 779 (20) 
р 


Однако, счеть числа кодебаній довольно затруднитехек», 
между твиь как» измВбреніє длинн звуковнхь вожиь по способу 
Кипдба |) не представляєть никакихь затрудненій, позтову 
Зевпеереїі 2) опредблять т» не по откошенію числа колебаній, 
а по отношенію длинн волнь Ж, и 3Х,, помня, что 


ант, 20) 
я нашеть значеніє Роіззоп'овской постоянной с для н'сколь- 
кихь стальних стержней (си. таблицу постоянннхь Роівзоп з, 
5 13). 

Я пробоваль примфнить зтоть способь кь стеклання» 
трубам», но мив не удавалось пря поперечном'ь кохебаній їз- 
влечь звука такой силь, чтобн в» резонирующей трубі полу- 
чить фигурн Кипдбїа. 

11. Еще одна метода опредбфленія с бнха предложена 
Сапіопв'онь 3); оюь подвергаль стеклянне півзометри то вну: 
треннему, то вибшнему дДавленію; при дбійствій внутреннято 
давленія пієзометрь удлинялся, и он изибраль по оптическоку 
способу Кі?вви ковффицієнть удлиненія с, а при дЖйствін 
вившнаго получаль уже йзвістнов состношенів (ур. 17). Ам 
четнрехь трубь онь нашель се0.257. 

12. Схбдуєть, наконець, упомануть о существованій опти- 
ческой методи опреділенія с, которая бнла испнтана Согпи"): 


1) Кипйї. Росс. Апо., В4. 127, 1868, р. 497. 

1) 5сблевіеїі. Рорє. Апо., В. 140, 1870, р. 598. 
з) ДАшараі. Їоє. сії., р. 366. 

«) Согпо. Сопарієв гепдив. Т. 69, 1869, р. 338. 
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Кь сожалінію, ока не приложама кь трубаж»ь. а только кь плас- 
тинкам'ь, и состойть вь тою», что яспитуємую пластинку ставять 
горизонтально на дві подставки и нагружають ве у концовт», 
вслбдствіє чего вя середика вигибаєтся и получаєтся нежду нею 
ї другою плоскою прозрачною пластинкою, расположенною 
вблизи, окрашенная система сопряженньхь гиперболь сь общими 
зссниптотани. Зти фигурнк Согпи фотографироваль я затім» 
закрометрически опреділяль тангенсь угла Ф, составленнаго 
зесниптотою сь направденівмь оса призин, такь какь согзасно 
одной теореж5 584 Уепапіа 1) 
Х с 

Согпи натель для б пастинокь стекла 58 бобаїп сг 0.237. 

13. Раньше, чВиь покончить сь вопросомь обь опреді- 
зекій числоваго значенія постоянной Роізвоп'а, я приведу еще 
нивна тіхь експериментаторовь, которне занимались разриска- 
нівюь его не для стекла, а для другихь тверднхь тля: сюда, 
насволько ми извістно, относатся Сакпагад де Іа Топг2), УГегі- 
пеїш 3), ЕК. Хепшапи"), Махуеї! 5), Кобігацясі 9), Уїагі 7), 
Вопісеп 9), Маїйоск 9), Гійтапи 19), Мапгег'!), Раїтісі 12), 
з вь слбдующей таблиці помВвщу числа найденньня, какь ими, 
тась и тфий. о которнхь я уже нибль случай раньше упомянуть. 


1) РЕ. Кеатаоо. Уогіввапдеп йБег 4ів ТЕвогіс дог Біавбісіїйс. ШГеїрліє, 
1985, р. 169. 

1) Роівзоп. Арпаїев Фе сбіка. єв де рНув., (2) 6. 36, 18, 27, р. 384. 

3) У/єгібвіш. УУфіїпег. Ребгрись дег Ехрегіювоївірбувік, ВА. І. 
Шеіргір, 1874, р. 203. 

1) Е. Мепшаюо. Дос. сії. р. 138. 

5) Буєгейї. РЬі. Тгапвасбіопв. Уоі. 156, 1866, р. 191. 

є) Кобігацесь цап Гоошів, Роря. Апо., Вд. 141, 1870, р. 481. 

т) Уїіагі. Родр. Апоп., В4, 143, 1871. рр. 88 и 290. 

2) Вопідео. Росд. Апо., В. 159, 1876, р. 601. 

) Майоск. Ргос. Боуаі босієбу. Уоі. 29, 1879, р. 157. 

19) Гійншавою. Веїбідіівт. Ва. 9, 1885, р. 611. 

11) Мацгет. ХУіед. Апо., Вд. 28, 1886, р. 628. 

12) Раїбісь. ХУієд, Апо., В4. 28, 1896, р. 87. 
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Тавлица У постоянних»ь Роїз8оп'а для РАЗЛИЧННХ»Ь ТВЕРДНХЬ ТЬЛ». 


Й ивна 


УУвгіввіт....... 
Махией ........ 
Еуегеіф ......... 


Вчегейр ......... 


Согпи ......... 
Увієв .......-.- 
Уоієф .......... 
Атака ......... 
Атакай ......... 
Сапіопе ......... 
Кочаїзку, 1889 . 
Комаїзку, 1890 . 
Ре-Меїх ........ 


Ое-Мвеіх ....... 


Г. Г. ДЕ-МЕТЦ. 


1. Стекло. 

Родь стекла | Постоянная с 
Хрусталь СПоізу-Іе-Вої. 0.321 
Неизвістиов ........ 0.332 
Флинтглась Хе І, Фашев 

Сопрег 6; 5008, СНавсом 0.258 
Фаннтглась Ж 1, АЄВ, 

Сосптап, СПавеомі 0.229 
Заїті бораїп........ 0.2317 
Снїлалд й Рагіз .... 0.213 
Рейноков ........... 0.2038 
Обнкновеннов французек. 0.245 
Хрусталь С ції регі-Магііп 0.250 
Неизвістнов ........ 0.257 
(Єтвіпег ипд Егівадгісрв. 0.226 
бгвіпег пп Ктіодгісів. 0.212 
(твіпег пад Сіе 0.237 
Сппівіась.......... 0.235 





2. Сталь. 3. Желлзо. 

Имена постоян, с ИЙнена постоян. с | 
УУвгібвіт.......... 0.310 | У"вгібвіш.......... 0.320 
Кігсррої .......... 0.294 | Хвишаппи .......... 0.250 
ОКафом......... .. 0.275 | Махмеїй! .......... 0.267171 
ОКаїом..............0.303 | Етегебк............ 0.215 
Куегей............ 0.310 | Вацтавіввег ......... 0.308 
зерпевівії  ........ 0.296 | Гінпаапп .......... 0.236 
Зввпеерен ........ 0.303 | Ційтапп .......... 0.243 |. 
Майоск  .......... 0.253 Среднее 0.271 
Атаєві .......... 0.269 4. Чулунь. 

Средяєв 0.290 | Еувгтебф............ 0.267 


Среднее. .0.247 
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Тавайці У постоянннхь Роїзз0оп'д для РАЗЛИЧНЬХ»Ь ТВЕРДНХ ТЬЛ». 











5. Мидь. 8. Латунь. 

Имена постоян. с Имена лостоян. с 

У/встібвіш ...м 2. 0.300 У втгПвіш РУ РР УЛ: 0.330 

Кігеррої .......... 0.389 
Еувгейі............ 0.3178 Бчегей. 1 0469 
Майоск..... ення 0.348 | МаПоск............ 0.325 
(УЗ 0.336 | Вашшвівівг ........ 0.410 

. Ційтапо .......... 0.239 
Кіа 0380 пани 1.2 0.226 
Атаєві ........... 0.327 | Апаса..............0.327 

Среднев 0.335 Среднев 0.352 
6. Цинк. 9. Каучука. 

Ихена постоян. с Йимена ПОСТоЯи. с 
Малоск. ОР б , о УГогіввіш.......1. 0.330 

аПоск............0. г. 0.333 
Кісній .........-. 0330 | УїМагі ша. 0167 

Среднев 0.246 Вбвієвп .......... 0.500 
МаПоск ............0.500 
7. Свинець. Среднее 0.356 

Ймена постоян. с 
МаПосК............ 0.375 10. Металлаз Ре. 
Атакаї РУ Р РР 0.428 Имена постеян. с 

Среднее 0.401 | Ашаєав............ 0.340 
11. 12. 

Различ. тіла. постоян. с Различ. тіла. постян. с 
Каженная соль |.... 0.222 | пробка. .....1...... 0.000 
аль ер Ма Парижек. гинсь|...... 0.181 

ериля» о .....Р. рр Обонить ......, МаНосК 0.389 
Горинй хруст. )Уоієі 0.0639 
ИЙзвестк, шлать |... 0.269 | Слоновая кость)...... 0.00 
Топазь .......0.... 0.220 | Параффинь....)...... 0.500 


Барить 


















Желатина.... Машгег 0.500 
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14. Числа, приведеннвя вь послідней таблиці, позво- 
ляють намь провврить ифкоторне внводн той части теорія 
упругости, вв которой различння лица пнтались установать 
зависиность между козффицієнтами продольнаго растяженія а 
и поперечнаго сокращенік В изотропнаго твердаго тіла. Вна- 
чалв Хахівг, Роіз5оп, Гашб и Сіареугоп принимахи, что 9то 
отношенів єсть четверть, но впослідствій Сапсру показать, 
что оно можеть бить каким»ь угодно, вь зависилости оть рода 
даннаго тіла. то кивніє встрітило поддержку в» поздибі- 
шихь трудах» Гашб, а затівиь Кігсьроїа и других» вндаю- 
щихся физиковь и гбометровь прошлаго в капего вреженк. 
Совокупинии трудами и» удалось установить, что, такь нази: 
вавмая, постоянная Роіззоп'а с не можеть бить ни постоякною 
для всвхь тверднхь тіл», ки равною четверти, но переж'нною 
вь продблахь оть нуля ДО ПОЛОВАНН. 

Іашб !) прямо говорить: «Нельзя допустить соотношокія 

шар (Т. 6. сяє0.25), которов' необходимо опиравтся ка гипо- 
тезу непрернвности веществі вь твердихь тблахь. Результати 
опитовь УУвгірвіш'а ясно показнвають, что откотопів Х кР и 
не есть единица, и не приписнвають, какь кажется, втому 01- 
ношенію другой постоянной и виолив опреділенной величинн. 
Ми сохранимь позтому два коеффиціента, оставивь ихь отно- 
шенів неопреділеянниь». Обзорь значеній о, дійствительно, 
оправднваєть посхбднев воззрінів, такь какь ин ветрічави? 
ї сей, и сее0.50. Одкако, возможно и яначе смотріть ка 
ототь вопрось. Ваггб де З5аїпі-Увпапі очитаєть с2-0.25, най 
Хар для всякаго истинно изотропнаго тіла, того-же нні» 
Согпи, Уоісі и Мегсадівг 2); они полагають, что если в'ь данном» 
тів ковффицівнть с не равен»ь четверти, то зтяи» сажни" дока- 
Зпваєтся только отсутствів вт нем изотропій. Уоієї 2) шотиви- 


1) Іашб. Іесопв ват Ї'біавбісіїб дев согрз воїідев. Іс. сії., р. 51. 
3) Мегсадівг. Сотарівв гепдав. Т. 105, 1887, р. 105. 
з) Усірді, Уієд. Апп., Вд. 98, 1889, р. 573. 





65 О СЖИМАЄМОСТИ РТУТИ И СТЕКЛА. 173 


руєть свов мийнів ті фактомь, что, такь назкваємня, изо- 
тропиня тіла вь огромномь большинствв ослучаввь обладають 
кристалянческою структурою сь тою, однако, особенпостью, что 
отдільние о кристадлики, ихь составляющів. орівнтировани по 
всевозможнниь направлоніямь. Нужно зам'втить, что ото воззрб- 
нів на природу твеардахь тВль не ново, и что Зачаті Ї) уже 
давно развиль его на основаній євдйхь разнообразньихь акус- 
тическихь изелідованій, причемь онь отвель почтеннов мето 
вопросу, насколько механическія операцій -- ковки, прокатнва- 
вія й т. п., изм'вняють изотролію даннаго тіла. Отсюда уже 
видно, сь какою осторожностью нужно прикимать данное тіло за 
язотропное, и воть Уоісі предлагаєть считать тіла сь неопреді- 
іевнниз кристаллическимь стровніємь -- тБблами ацца8і-изотроп- 
ник вь отличів 9ть дійствительно йизотропньихь. Онь пряпи- 
снваєть арпа8і-изотропинмь тіламь свойство полярности, ко- 
торов состойть в том», что ихь молекули дібйствують другь 
на друга не только вт зависимости оть ихь взаймнаго раз- 
стовнія, но также в» зависимости и оть направленія сосдиняю- 
щей ихь линій. Отимь мнолямь Уоісі даль аналитическов 
вкраженіе, которов привело его кь заключенію: 1-6, что тіла, 
ке обладающія поляарностью, дійствительно характеризуются 
ссе0.25, н 2-6, что изотропння тіла, состоящія изь кристал- 
лическихь нндивядуумов» -- большихь по бравненію сь сферою 
полекулярнаго дійствія, но мальхь по сравненію сь разиВрами 
цілаго тбла--, и обладающія полярностью, не имбють ника- 
вого опредбленнаго численнаго отношенія между оббини по- 
стоянними упругоєти. 

Подводя нитоги всежу сказанному относительно "числоваго 
знваченія козффицієнта с, которвій входить вь наши формулн, й 
примвняя ихь кь стеклянниь піезокетрам», мк считаємь возмож- 
нНиз согласиться сь Согпц и признать стекло тВаожь изотропннм», 


1) Зататі, Рорс. Апо., ВО. 16, 1829, р. 248. 
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потому-что бсреднев значенів с--0.247 близко кь теоретич 
скому с2--0.25. Такимь образом», ми позволимь себ поло 
ваться упрощенними формулами Гатаб, прянявф Хаос. В» ковці 
третьей глави ин постаравмся оправдать таков допущенів. 


| 15. Третій способь опреділенія кубической сжимаєност 
твердаго тфла бнть недавно предложень и непробовань в5 
Антдій -- Висбапат'ом» 1) и Таїб'омь?), а во Франція - Атака!) 
Онь имбфеть огромное преймущество передь двума предриду: 
щими по простоті євовго замнола и по точности; бобтоять же 
сонь вь том», что стержень погружаєтся вь цилиндрь, котореії 
весь наполнень какою-либо жидкостью, и в» которомь можко 
производить каков угодно давленів помощью насоса. Заключек- 
ний вт цилиндрі стержень испитвнваєть гидростатическов дав- 
ленів со вевхь сторовь й единица его длинн на единицу дав: 
ленія сокращавтся на а", а отсюда козффицівнть кубическої 
ожимаємости о 


Без За". (22) 
Такинмь образожь Виспапап нашель для хрусталя 


кез0.00000292,, 
а Таїі 
ке: 0.00000270. 


Ашаєай проязводиль свой опити в» предфлахть давленій 
оть 1 ати. до 2000 ати. и не замівтиль почти кикакого й- 
ибненія вь величині козффиціента, К. 


Воть его результати при 120 С. 


1) Ваєбаоап. Ввірійбівс. В4. 5, 1881. р. 172. 
2) Таїі. Веібійег. Ва. 14, 1890, р. 707. 
з) Ашабав. Зопгаві де рбувідив. ос. сів. р. 362. 
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Таблица УЇ козорицівнтовь КУБИЧЕСКОЙ СЖИМАЕМОСТИ СТЕКЛА 
И ХРУСТАЛЯ. 


Давазнів Стекло іх сталь 
в ати. ру 


Сокраще- | 
ніва! | 








нь 
1--500 |0.0,750 |0.052250 |0.059454 
1--1000| 146 | 32248 | (2424 
1--1500| 745 | 2235 | | 3415 
1--2000| | 743 2929 | | 3406 


16. Наєсколько мив извіфстно, изложеннне здісь спобобн 
опредВленія кубической сжимаємоств твердих» тіль обнимають 
собою ланлучшія изслідованія новвйшихт врежент. 

Теперь мибф обстаєтся только составить "таблицу козффи- 
ціентовь 5, собраннихь мною из» разнихь нзсявдованій, причемь 
ї ограничиваюсь лишь стекломь и тіки числами, кКоторня до- 
бнти путем прамнхь нзмбревій, а чтобв похучить боже яс- 
нов представленів о предільних значеніях»ь зтого козффицієвта, 
з разгруппирую всв данння по родаюмь стекла. 


Таівлиці УЇЇ кубической ЄЖИМАЕМОСТи 2 СТЕКЛА П ХРУСТАЛЯ, 





Именка Хрусталь К 
УУвтібвіш....... Вассагаї ....... 0.000002823 
УУетібвіш....... | Сбоізу-Ів-Воі.... 0.000002601 
Стазві........... | Сбоізу-Ів-Вої.... 0.000002883 
Ехчегейр......... | ФлинтьЖ П Сосргап| 0.000002930 
Буєтей......... Флинть І Сопрег.. | 0.000002487 
Уорісф........-.. Оцівапд й Рагів.. | 0.000002750 
Висбапап........ 9 0.000002920 
Таї...........- ? 0.000002700 
Ашаєаї......... Стпіїегі-Матбіп.. . 0.000002425 
Ре-Меіз ....... Французскій...... 0.000002890 


Среднев 0.000002740 
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ТавлицА УП куБичкской сжимлЕмОсти й СТЕКЛА ИЙ ХРУЄТЬЛЯ. 











Нфмецкоє простовб стекло | Кк 
Увідї.......... Вреіпізсіев...... 0.00000246 
Комаїзку ....... | Чтеїпег 6 Кгівдгіскя| | 0.00000253 
Їев-Меіз........ дипдвіасі....... 0.00000246 | 
Пе-Мевіг........ (ітеіпег 6 09.... 0.00000231 





" Среднев 0.000002435 


Французскоє простов 








1 со 
Вероааїї.. ......... | 0.000002371 
МУегібвіт.......... |0.000002290 
УУегібеіт.......... 10.000002132 
(тга8ві............. |0.000002264 
РДиргб под Раєе.... | 0.000002000 
Атасаї........-.-.. |0.000002225 





Среднее 0.000002214 


17. Ми представиля вт 88 11.21.22 главн І-Й нзслідова- 
нія Атаєаї, Рає Папі в Уісепбіпі, Ога8ві и нвкоторюхь другахь 
лиць, вь которихь изучалось вліяніє температури на сжимає- 
мость жидкаго тіла. Поотому становится очевидньиь вопрось; 
каково же вліяніє температури / на кубическую сжинаємость Й 
стфнокь стеклянаго півзометра? Отвітьи ка 9тоть вопрось м0- 
гуть бить найденн на основаній изслідованій (Ігаз5і, РаєтТіапі 
е Уїсепбіпі, Кочаїзку и Ашаєаї. (ітає5і опредфляль козффе- 
цівнть к по способу Бекспації одновременно сь козффицівнтом» 
кажущейся сжимавмости у, вод и изь нихь каходиль козір- 
фицівнть у,. Кл сожалбнію, изь многих» чисель (ігаз8і, раз- 
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сванньхь вь таблицахь півзометра А, сдфлавнаго йзь хрус- 
таля Сбоізу-Іе-Вої, вельзя вивести никакого яснаго заключенія 
о взаниной связи между величанамяа К и і. Вь самомь ділі 
воть 6го числа: 


Тавдица УПІ кубической СЖимлвмости ХРУСТАЛЯ ПРИ РІЗНИХ 
ТЕМПЕРАТУРАХ». 


26, Ак 0 зеавнеча я и || 533 








По упоманутнизь изслідованіямь Рахіаті в Уїсепііпі ку- 
бическая сжимаємость возрастаєть сь возрастанівиь темпера- 
тури, хотя и весьма слабо, именно: 





1002 С. 0.0000022 


Коуаіяку 2), собственкно говоря, не задавался рітеніви» 
кнтересующаго шкась вопроса, но вт одной его работв мн па- 
ходнит ве данння для точнаго рішенія зтой задачи, так» 
какь онь 9мпирически опреділиль соботношенія сь одной сто- 
рони между модулемь Юнга Є и температурой вь предблахь 
990.-- 2009 0., а єв другой сторони между твердостью р и 
тенпературою вь предВлахь 169 С.--1009 С. Результати осво- 
нхь изиВбреній онь внразиль сявдующими формулами: 


) Огесікег. У/ісд. Апо., Ві. 34 1888, р. 965. 
з) Кочувівку. УУієй. Апп., Ва. 39, 1890, р. 155. 


Т. ХІШ. Зап. Мат Отд. 12 
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ще 61770 (1--0.00106 2), (23) 
що 2192 (1--0.00151 2, (24) 


котормий легко воспользоваться слбдующиюь образок. 
Извістно, что!) 


2(14ка) я Я (25) 


3(1-- 2с) 
Кс ро з 0.010333, (26) 
если за единяцу давленія принижать не внллогражи», а атиос- 


феру. и влВдовательно 


и ЗЕ 


рез 3-0.010833; 07) 


одіфлавь по зтой формулі вичисленія для і--09,509 и 100, 
а нашель: 


7 
с хі 
0| 26.32 


50 | 25.05 
100 | 22.86 


7 

откуда среднев Д--0.035жх10 ка 19260. 
Изь етихь чисель ми заключаємь, что кубическал сжи- 

мабмость падаєть сь возрастаніємь температурн, хотя тоже 

очень ничтожно, около 0.19/, на 19 С. Мибї остаєтся, нако- 

нець, упомянуть о еще неокончечной работв Атака 2), вь БО- 


1) УїоПе. Сопгз де ріувідце. Ргетідге рагбів, р, 437. 
3) Ашабві. Сопірієв гспйцв, Т, 110, 1890, р. 1246. 
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торой приведена только часть полнаго опредбленія ожимав- 
хости оть 09С. до 20096., я язь которой пока нельзя вивести 
окончательнаго заключенія обь йизмфневій козффицівнта Її сь 
нзибненієм» температурн. 

Его метода та-же, которую онь употребляль для опреді- 
ївнія кубической ожимаєности пієзометра при комкатной темпе- 
ратурв вт 159 б. 

Позволю себв привести только заключительння олова его 
онуара 1): «Во всякомь случаб, говорить Ашадсаї, для обнк- 
новеннаго стекла, которни»ь вообще теперь пользуются, язиб- 
ненія кооффицівнта бсзимаємости, даже до 2009 (., как» ка- 
кстся, не способно шповлечь за собою грубнихь ошибокь при 
вичисленій деформацій стінокь; допуская пропорціональность 
хежду изучавмою деформацією и отим» кооффицієнтом»ь, рав- 
янь 0.0000022, ин ділаєнь ошибку вь 0.00028 при 
опредбленін обьема, когда температура равна 2000, а давле- 
нів 1000 ати, вь избяВдованіяхь зтого вопросба било-би бо- 
вершенно обжанчиво стараться придавать ей значенів». 





|) Ашасаї. Їос. сів. р. 1249. 
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ГЛАВА ЦІ. 


Результать собственньхь изслідованій сжимаємости 
ртути и стекла. 


1. Задача, которую я себі поставиль, состойть в одно- 
временномь приложеній ніфсколькихь методь для р'вшенія вол- 
роса обь абсолютномь козффицівнть сжимавности ртутя сь 
цілью узнать, которая. изь методь-- Беспапії или Фатшіпа-- 
приводить кь истинному рішепію. Я избраль ртуть, как обь- 
екть своего изсаВдованія, по двумь причинамь: во-первнхе, 
потому что, какь указано вв: 5 8, стр. 10; 8 9, стр. 13; 
8 10, стр. 16; 8 12, стр. 19, глави І-Й. различнине автори 
припденвають ей слишкомь отличающієся другь оть друга 
кооффицієнтки ожимаємости; а во-вторихь, й потому, что ка 
такомь мало-сжимающемся тілі строже всего можно провірить 
относящіяся сюда формули теорій упругоєти. 

2. Прежде чіизь приступить кь отому изелідованію я за. 
насся такимь количествомь ртути, котороє хватило мий ка все 
жов изслідованів, й соєтавиль себіБ плань, которий собтоять 
в том: 

а) что а приготовиль себф четире циляндрическихь пів- 
зометра сь полусферическими основаніями изь німецкаго стекіз 
со ствиками различной толщинн оть 1.4 т.п. до 2.9 ш.ш.!); 


1) Я считаю свойм"» пріятньшм'ь долгомь вюмразить здіВсь благодарность 
мастеру Е. Кегп'у, которьй приготовиль мні ети пієзометрь и вообще сво- 
имь искусствомь биль миВ очень полезень. 
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ь) что каждьй півзометрь биль изсябдовань по методі 
Веєтації 

с) и одновременно--по методів «ашіп'а : 

д) что на основавій давннхь по наблюденіямь Р) и с) 
ї уравненія полнаго упругаго расширенія півзометра а вичис- 
1аль еще разь козффицівить абсолютной сжимавмости ; 

е) сопоставленів окончательннхь чисель козффяцієента аб- 
солютной шсжимавкости ртути, полученнихь по унокянутни» 
тремь способам», должно било рЕшить вопрось: которая изь 
двухь метод» вірная, й в чемь состойть ошибка той, кото- 
рую нужно считать невірної. 

3. Изелідованія УУїіда и Магек'а показали, что различ- 
нне способи очистки ртути способнн вліять на вя уд'івльний 
вісь й, бить-можеть, на другія ея физическія свойства. 

МУї14 1) внекознваєтся за очистку ртути путемь дистил- 
шій вь аппараті УУвіпіоїд'я, наполненномь угольной кисло- 
той, разрівженной до 10 шо, а Магек 2) рекожендуєть точ- 
нов опреділенів вя уд'льнаго віса й, если он» окажется 


,--13.5956 при 09, 


то считать данную ртуть абсолютно чистою. 

Ртуть, которою я напожниль свой пієзометрн, била под- 
вергнута слВдующей очистев: 

а) промнта в» растворб азотной кислотн, вь воді, в» 
растворв Фдкаго кали, обильно вв воді и лпросушена; 

р) такая ртуть затфизь подвергалась в теченій суток» 
окислекію током» воздуха по способу Тр. М. Стайбв'я 9), при- 
чемь получилась еще значительная кора на ея поверхности; 





) МУ114. Верегіогіцш їйг Меіеогоїодів. 54.Реїегзрато. Ва. ШІ, 18174, 
р. 10-12, р. 42--50. 


1) Магек. Тгауацх ві Мвпоігев ди Вагеапа іпістпвбіопа! фев Роїййв 
є Мевогев. Рагів, 1883, р. Р. 58. 


") Ть. М. Сгаїїв. Веїбійійвг. Ва, 14, 1890, р. 1176. 
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и с) наконець, ока била продистиллирована в пустоті 
при столь низкой температурі, что бнло только обильног яс- 
пареніє вя, но не кипбніє ). . | 

Опреділивь в» заключенів плотность отой ртути пожощью 
пикнометра 2) 8 кашель 


4. 7-13.5958 при 09, 


число весьма близкое кь числу внивприведенному, которое 
у Па я Магек считають истинннм». 

Приведу здісь рядь чисель, характерязующихь пхотность 
ртутя при 09, согласно изслідованілмь нажеслідующихть лиць: 


Вевпацій З) 11.1... 4--13,5959 
Кирйег")............-. ф--13.5959 
У 5)............... д-- 13.5956 
Уосїкшапо 9)............ д--13.5953 
Заїпів-Сівіг Детійе?) .... 4--13.5976 
Магек 9)..............м.. Ф--13.5956 


0 хорошень качествв моой ртути можно бнло судить ке 
только по ва уд'вльному вівсу, но также и по тому обстоятельству, 


7) Очистки по посавднимь двумь способамь сдВлань вь Хабораторії 
Технической Химій при хюбезном'ь содівйствік вя хаборанта Е. В. Вернерз. за 
что приношу ему здесь свою искреннюю благодерность. 

3) ашіо ев Воціу. Сопгв фе ріувідце. Т. П, Кав. І, 1878, р. 140. 

2) ВКеспації, Апо. фе сбітів сі де рбувідив, (9) і. 14, р. 236. 

1) Карбег. Апо. де сбішів еф йде ріузідце, (2) 6. 40, р. 285. 

5) ХУй14. Н. Вегіспф йРег Фів Агіеіфеп гах Вебогта дег Зебуувігегівспей 
Огапаввве. 2йгісь, 1868, р. 139. 

є) Уоїкшаво, У/ієй. Аоппаїео, 84. ХПІ, 1881, р. 209. 

7) Н. Звіпіе-Сівіг Дечійе ві Е. Мавесвгі, Заг Ів сопвігасііоп де Іл 
Вадів сбодбвідце іпбегвабіопвівє. Рагів, 1879. 

5) Магек, Їос. сії. р. Р. 58. 
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что во врежя наполненія лієзометровь я пе зач'іВчаль ни ма- 
ібйшаго прялипанія ея не только кь стінкамь широкой части 
сосуда, но даже и капиллира, не смотря на веська азнергич- 
нов кнпяченів, продолжавшеевся около часу. 


4. Прежде чіюь наполнять пієзометри ртутью, я прожьіваль 
ві весьма тщательно слбдующими жидкостями я вь слвдую- 
щемь порядкВ: растворомь Вдкаго кали  дистиялированною во- 
дою, растворомь амміака и обильно дистиллированною водою, 
послі чего просушияваль ихь токомь сухаго воздуха помощью 
водяной поимпк Випзеп'а. Чтоби удобно и безь значитезьной 
потери времени внполнить зти манипуляцій, я получаль піезо- 
метри оть мастера не вполиВ оконченнини, именно незапаян- 
нний сь конца а (фиг. 2); онь вхь запайваль в» лаборато- 
рій послВ промивки и просушки, подь мойить надзоромь, при- 
чекь обращалось особов внижанів на то, чтобк какь нижкеє 
довншко а, так» и верхнев б--бнли-би по возможности одинаковой 
тохщинн сь тодщиною цилиндрической стінки каждаго півзоматрі. 


Самое наполненів ихь ртутью совершалось сяфдующимь 
образомь: півзометрь вь фор абсае (фит. 2) состояль из» 
резервуара аф. длиннаго капилляра фс и расширенной камерні 
сф, которая оканчивалась трубкою ае и совдинялась сь ненари- 
сованнниь здісь воздушиниз насосоюь Сатгб. В» камеру са 
вхивалось таков количество ртути, чтобн ею могь наполниться 
весь резервуарь аб, и чтобн получился еще значательннй о6с- 
татокь вя вт камерв:; послів взтого внкачивался воздухь до 
| шо, и качиналось подогріванів всего прибора. Удобніфе и 
безопаси5в всего, какь показаль миб опнть, нагріванів совер- 
шалось тогда, когда весь пієзометрь афсіє лежаль в» наклон- 
номь положеній на желізномь полуцилиндрів МУ, внстланномь 
асбестовниь картономь и изолированномь, кром'5 того, в точ- 
кахь о, р. 4 трема асбестовний кольцами. 


Полуцилиндрь МУ накривался соотв'івтственною кришкою, 
а горбака Вип5еп'а о четирехь большихь пламенах»ь пом'Вща- 
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зась вь нанболіе назкомь конці его М. При зтомь образовн- 
валось теченів вверхь Л/ горячаго воздуха, температура кото- 
рато вь монхь опнтахв доходила до 2509 0,; минуть черезь 
15--20 обнкновенно каступало кипбВнів во всей маєсі ртути 
--вь резервуарв аф и камер с--, и я даваль ей киціть 
еще кинуть 10--15, послі чего тулиль газь й оставляль ше- 
зометрь медленно охлаждаться и наподняться ртутью. Однако, 
я уб'вдился на первнхт-же порахь, что одного такого кяпяче- 
нія недостаточно; при внимательномь обслідованій півзоветра 
всегда вт резервуарів аб можно било замбтить микроскопичес- 
кій пузкрекь, вірнфе точку, воздуха, которий окончательно 
нсчезаль только послі повторительнаго кицаченія. 


Когда півзометрь бниваль окончательно наполнень ртутью, 
камера са срізнвазась у точкя с, а на ея м'Ьсто припаявался 
капилларь, тщательно разділенньй и градунрованньй. дту опе- 
рацію весьма искусно ділаль мастерь Кернь при мвб8, м ока 
не могла оказать никакого дурнаго вліянія на мон изибрекія. 
потому что дла совертенія вя, онь понижаль уровень ртути в» 
капиллярб фс всего на 2--3 с, около точки спая с. 9тоть 
прівмь вхівдуеть даже рекомендовать, потому-что оюь даєть 
возможность содержать градуврованний капилларь в большой 
чистоті; и, благодаря ему, я срівзнваль градуйрованний капві- 
ларь всякій разь, когда онь миніф казалса недостаточно сухви». 


5. Посл'в зтого півзометрь вправзялся на обнікновенної» 
хорошемь сургучв вв металлическій патронь аафо фиг. 3-й, 
какь 9то уже описано мною раньте!), причемь вь потай па 
трона на сургучь замастиковнвалось верхнев полусферяческов 
основанів ф півзометра йзь-за необходимости предохранить ет? 
оть излома, которому онь нейзбіжно подвержень пра самох? 


1) Де-Метць. Опьтнов изслвдованів мехвническихь свойствь масел» ї 
коллойдовь. Звп. Нов. Общ, Естеств., т. ІХ, 1889, стр. 139, 5 47, в така? 
б. Ре-Меі2, У іві. Апа., В4. 41, р. 665, 55 6 и 7. 








Тї О СЖИМАЕМОСТИ РТУТИ И СТЕКДА. 185 


ничтожноМь тодчкв, єбли он укрилень только на капиллярі. 
Чтоби не повторяться здісь, я упомяну вкратці только о тіхь 
япструментахь, которнжи я пользовалея при исполненій зтой 
работи. 

а) Давлеків до 9.3 атиосферь производилось насосом 
СаїПебеб, си. Їос. вів. 8 45. 

р) Оно кзмВрялось воздушнихмь манометром сь помощью 
сифоннаго ртутнаго, си. 55 49--52; вь маншонь воздушнаго 
канометра била налита вода для сохраненія постоянной темпе- 
ратури. | 

с) Теипература ваннн,--в»ь которую бнлязь погружень ліе- 
зояєтрь, вправженньій вт стальной цилиндрь /3/3 (фит. 3), -- 
нзжбрялась термометром АЇуегктпіаї, раздбленини» до 0.0226.; 
тенпература-же маншона -- простим» термометром», разд'влен- 
нювь на ціле градусн; нбВоколько изибфреній бнло проязве- 
дено при температурв тающаго льда. 

4) Градуированинний капиллярь С пієзометра заключать вь 
одномь діленій свовиь 0.26386 ш.т.?, т. е. 


8--0.26386 ш.т.? 2 0.00028 щ.т.?, 


причомь разстоянів между посяВдовательнний штрихами его 
бнао равно 1.5 ш.ш., такь что оцінка глазомь 0.1 діленія 
бнла виполняєма без особнхь затрудкеній. 9та трубка припан- 
вазась посаїбдовательно ко веВбиь півзометрамь, потому-что 
она отличалась особою правильностью цилиндрической форин 
на всемь своємь протяженін. 

е) Градумрованний капиллярь у поправочной трубки биль 
ленбе чуветвителень, именно 


8,-- 1.003585 шт? 2 0.0001 ш.т.?. 


Скачала я приготовить поправочную трубку той-же чув- 
ствительности, какь и при півзометрів, но пользованіє вю ока- 
залось певозможини» вехідствів того, что движеніє водяной 
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колонки ло тоячками й неправильно; я думаь устранить зто 
препятствіє заміною водн ртутью, но зто ня кт чему не привело. 
Должно похагать, что зам'іфчепнов явхеніє обусловливаєтся зка- 
чительння»  поверхностяниь натаженівмь, хота вт капиллярі 
С око ве обращаєть на себя вннманія; вбфроятно, оно облаб- 
лявтся разпостью тВхь давленій, подь дВйствісмь которнхь па- 
ходится менискь в» піезометріб, между тбиз как» в- попра- 
вочной трубкВ разноєть давленій нячтожна, ШФоть почему веб 
притлось замінить узкую трубку боліве широкою, около 0.41 шл. 
вь радіусв; при такой ширннф описапнаго явленія уже не 
каблюдалось, й ход»ь водяной колонки бна»ь совершенно пра- 
вилень. Кроміб того, я дояжень упомянуть, что вт» течекій 
вевго нвнфшняго изслідованія поправочная трубка стояла гори- 
зонтально, а не вертикально. какь вь монхь предьидущих» 
опитах. 

Йнтересно сопоставить чувствительность монхь взибреній 
сь чувствительностью изм'реній мойхь предтесетвенниковь, пра- 
чень подь 9тпиз термином»ь я буду понимать отношеніве ОДКОГО 
дфлекнія капилляра кь полному впутренному обьежу: 


Веспації 1)............ 0.000009390 
Ставзі 2). ............ 0.000011221 
Риргб пп Раєко?)...... 0.000004620 
Атабаї ") .......4.--. 0.000932500 
Атака) ...... ...... 0.000176200 
Огескег?) ............ 0.000006400 
Огескег 9) ............ 0.000006100 


1) Веспайівї. Мбтоігез де ІЇпебібні. Боє. сів. р. 425. 

з) (гавві, Дос. сів. р. 445; цівзометрь А. 

з) раргб цой Раєе. Рого. Апп., Бг7. В4. У, 1871, р. 237. 

) Атацаї, Апоаїев в спіт, ев фе різуз. (5) 46. 11, 1877, р. 529. 
3) Югескег. У/іві. Апо., Ві. 20, 1883, р. 879. 

) Дгескег. У/іед. Апп., Ва. 341, 1888, р. 954. 
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Пе-Мей», 1 ............ 0.000004 57 
Ре-Меіз, ПО ............ о.00000601 
Ре-Мебх, ПІ............ 0.00000597 
Ое-Меіх», ТУ............ 0.0000079"1 


Изь отихь чисель видно, что жой півзометри прикадле- 
хали кь числу боїіе чувствительннхь, в» особенности если 
принять во вниманів, что каждоє моє діленів иибло 1.5 шт. 
дин, и что, слВдовательно, оцінка десатой доли бнла очень 
надежна. 

Д) Между насосомь Саїїївіві и приборомь нужно било 
установить такія соединенія, чтоби можно било оперировать по 
способу Веєтації и по способу Чаштіп'а. 

Пероходя оть ашіп'а кь Веєспації, я замВняль попра- 
вочную трубку т (фит. 3) мідною, которая однямь концомь 
привинчивалась кь винту С цилиндра ВВ, а другииь кь 
соотвівтственному м'всту насоса. При зтомь условін давленів 
насоса передавалось черезь отверстів / внутрь піезометра, а 
черезь отверстів С" вившней его поверхности, й наблюдалась 
кажущався осжимаємость жидкости по пониженію уровня 6". 
Чтобн изиврить кубическую сжимаємость стекла, характеризуєе- 
чую по методів Веєпації перемВщенівиь уровня 6", соединенів 
между отверстівмь / и насосомь уничтожалось, всл'вдетвів 
чето внутри півзометра оєтавалось только барометрическов дав- 
івнів, давленів-же насоса передавалось вифшней вго поверх- 
ности, Наконець, вм'Бсто того чтобк изибрять отд'льно перем'і- 
щенів уровня б под» вліянівиь одного внутренняго давленія, я 
продбянваль полив опнть по Уашіп'у, изь котораго узнаваль не 
только 0, но и у--перем'вщенів жидкости в» поправочной трубк5; 
для отого шеталлическов соединенів между винтомь ("и насосом» 
удалялось, а между ввнтом'ь / и насосом'ь возстанавливалогь ; 
поправочная трубка ставилась на свов місто С", а свободное отвер- 
стіє металлйческой трубки запиралось мВдною пробкою. Веб оти 
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манипуляцій совершались легко и бистро, благодара хорошену 
устройству вевхт совдиненій; вь нахь че бнло ни одного 
крана, и они всВ состояли только изь вантовь, гаекь й хе- 
таллическихь пробокь. Давленів держалось очень хорошо в 
теченій времени необходимаго для изибфренія. 

Такт» какь при измфренік ежимаємости жидкостей по спо- 
собу Кеспаціб, основанному ка  теоретическихь  формулать 
Патб, нужни размьрю пієсзометровь, то я занялся  тщатель- 
низь опреділенівмь ихь постояннихь. Однимь изь болі тов- 
кихь изивреній сл8дуєть считать олредбленів радіусовь Б, я 
В.--вившняго и внутренняго--пилиндрической части півзометровт. 
Сь цілью достягнуть желаємой точностя, я запасся отрізкани 
оть обонхь кондовь каждой труби, послуживтей впоєжідетвій 
для приготовленія півзометра, й пряготовиль йзь нихь кодьца, 
которня затімь нзелідоваль по четкремь діаметрамь, черезб 
каждне 450: всл'ідствів отого для радіусовь Б, я Б, каждаго 
кольца получалось по 16 промбровт, а вь каждом'ь півзокетрі 
Б, я В, окончательно опредблялись изь 32 измбреній, кото- 
рня производились на горизовтальном»ь компараторб єть нокіу- 
сом», разділенянивь до 0.02 шт. Вь схвдующей таблиці 
приведенн разиврн В, я Й, вебхь четирехь півзометровт. 


Тавляці ІХ постояннихь Й, я Б, птвзомЕтрРовз. 


Ж и род» стекла. | СЯ 


р 





| є 


Р а 
ииеничанананнаннтньціу чинну цу 








І Отвіпег 6 (іє їп Збйфлограсй. ...110.221 | 8.808 1.413 
П| Бві Піепап іп ТЬйгіпосеп......| 9.316! 7.254 | 2.062 


ПІВ. бишавіаср, бенібегеє.......110.156 | 7.712211 2.434 
ГУ | рві Кісегвриге іо Тбйгіоєеп....| 9.288| 6.413 | 2.875 
| 


КромВ зтой табляцн, вь которой представлень лип» 
среднія, интересно привести числа, которня показали-би, 88" 
сколько радіусн Б, п Й, постоянии вдоль цилиндрическої 
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части півзомотра. ШНазовонь черезь а и б верхній и нижній 
конци півзометрической труби и составим»ь савдующую таблицу : 


Тавляца Х. Йзизненія радіусовь Й, я Й, по 06й ТРУБН. 


Же | Ва | вь | 38, | Ва | вь | ав, 
і 140.221 | 10.275 |--0.054 | 8.808 | 8.820 Ї-0.012 
п | 9235! 9397(-01621Ї 7471| 1330 1--0.153 
ш |10.017| 10.95 |-0.278 | 1.615 | 7.8301--0.215 
о431| 9Л145| 0.86 6.459 | 6.3729| 0.080 


зок 
-« 


дта табляца нмбфеть весьмна важноє значенів вв оцінкі 
результатов» дальнівйшихь нпзибреній, потому-что колоннн 3-я 
н б-я показнвають 1), что отступлевіє оть строго дилиндря- 
ческой форин вногда достигаєть 2.87/, и 2), что толщина са- 
нихь стінокь ке всегда одинакова; півзометрн Ж І Ж П, 
Ж ПІ дають разности между колоннами 3-ей и б-ой, какь 
видно нзь приводнинхь чисель, сравнительно малня, около 


Тавлица ХІ. Йзивненів толщинн СТенОкь е по оби ТРУбн. 
| 
хе | ле, | зв, |АвАв,| 0 





0054 | 0013 | 0043 | 1.13 








Пп 0162 | 0153 | 0009 | 2.062 
ПІ 0278 | 0215 | 0.063 | 3434 
У 0286 | 0080 | 0206 | 2815 





2", худшій результать, около "79/,, представляєть только 
пісзонетрь Ха ГУ. Сь отими отступлепіями придется счататься 
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впослїдствін, такь какь теорія упругости предполагаєть В, я 
В, и є шостоянннии по всей длинб. 


7. Кромф только что упомянутнх»ь вехичинь, мк ДолжЕн 


еще сділать опредіфленія обвемовь (/ аа сЕ,Н цихикдрическої 


4 
части піезожетра, Й же з тБ шаровой его части я М --0,-НЇ, 


его нохнаго внутренняго обьема. 


Обьвив Й/, находился изь взвішиванія пустаго й на- 
пожненнаго ртутью півзожетра, а обьоми (/, я У, низь вичке- 
денія по разифрань. Слфдующая таблица покажеть, вт какой 
степени сходятся между собою наблюденний обьснь Й/, и ва- 
численний 0-Й о. 


Тавлица ХП. Овекин 0, У, и Й, шкзометров», 


журн 0 і мані ар рок м Га | РА наб. , 


і | 1998 ЕЙ 2561 | ь5405 














Бт158 649 
П 256 142295 | 1598 | 43893 | 43905 1-- 12 


ПІ 2217 142508 
ГУ | 249.5| 32221 


1928 
1104 


44436 | 44219 | --217 
93325 | 38091 284 





Сопоставленів 4-й и 5-Й колоннь показнваєть, что раз- 
ности колеблются оть 9.039/ь до 1.109/,; подобиня кохебаніяї 
можно считать благопріятньми, потому что вь опнтахь (тазі 1) 
ота разность достигаєть шногда 5.17//о (піввонотрь В), вообще- 
же колеблется около 0. 19/о. 

Происхожденів вя легко обряснить, есля вспомнить несо- 
вершенство цилиндряческой форин стеклянихь трубь и невоз- 


1) (говві. Їос. сів. р. 415--446. 
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новность сдблать полусферическія основанія сь радіусани как» 
разь равинии Б, я В. 

8. Приведеннихь даннихь В» В. 0, У М совер- 
шенко достаточно, чтобм, присоєдинивь КР пнимь наблюденння 
язифненія обфемовь -б', 0", 0 и 5, рЕшить уравненія Таб 
относительно абсозютной сжимавмости жидкости у, м кубиче- 
ской сжамаємости стіфнокь піезометра А. 

Хотя указавння жною значенія постоянной Роіязоп'а 1) 
для стекла позволяють  пользоваться упрощеннний формулами 
Ід, твив не менфе однако, я предпочитаю внвести ихь в» 
общоть виді незавиєнио оть предподоженія, что с-- 0.25. Сь 
зтою цілью мн обратимся кв теорій упругости Гатб 2), у котораго 
находимь  необходимня для зтого случая уравненія. Мн зай- 
хенся сначала рознсканівмь уравненій, виражающихь перев5- 
щенія частицьи цихиндрической оболочкя, и предположим», что 
ката оболочка оканчиваєтся плоскими донншками, что на нее. 
дбйствують внутреннев я винне давленів Р, и Р,, и что 
висота вя 1 настолько значительна, что вліянівимь доннтекь 
чожно пренебречь. 

Назовемь черезь р переміщенів частицн, хлежащей вт 
плоскости перпендикулярной кь оси циликдра и отстоящей на 
разстояній т оть зтой оси по направленію радіуса ; Гатб до- 
казнваєть, что перем'щенів р внразится уравненівм»: 


ржвагчр (1) 


вв которохмь а и ф суть двВ постояниня. Крем отого пере- 
кіщонія, возкожно еще перем'вщенів Є по оби цилиндра ЛП, 
которое опреділявтся уравнеківи»: 


вже сН, 


прячем» с есть также постоянная. 


(2) 


ж с з и 


1) См. таблицу У, стр. 62 я 63. 
з) Іатаб. Їесопв впг Гбіевілсіїб св согрв воїійев. ос. сій. р. 189. 
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Бсли внутрепній радіусь будсть Б, вившній Б, вву- 
треннес давленів Р, вивтнев Р,, то вв такохь случаї по- 
стоянння а, і и с связнваются сь постояннний Гатб А и р 


сяівдующими уравненіями: 


1  КІР-КІР, 





асо и ВВ 0) 
1 ВВР, -Р)) 
/ рани З | Б- Б -- 2 4 (4) 


такь что по подстановкі их значеній вв ур. (1) я ур. (2) 
оба первивщенія р и 5 представятся вь фориф: 


1 0 ВІР-НРО | 1 ВІВХР,-Р.) 1 
рез В-ВО ПТ що-ні о0 0 
1 Рв 
й З РИ (6) 


При помощи зтих»ь вираженій легко опредблить изи'Ввненія 
цилиндрическаго обьема (лет ДОН, если замітимь, что под 
дЬьйствіємь вифшнихь силь редіусь В, обращаєтся вь Р, -Рр, 
а висота Новь Н-Е; тогда новий обьемь будеть:. 


(АС еВ, рН 4), (7) 


а приращеніє обтеха, пренебрегая безконечно малими перехі- 
щеніями втораго порядка, 


ДИ ее дк В, Но (3) 
я праращенів единяци обтема: 


40, - др - 
гаТн (9) 
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Чтобни найти окончательний видь зтого уравненія, намь 
нужно обратиться кь уравнснію (5), положивь вь кемь г-- Б, 
но кь ур. (6), тогда: 


АП, | 3 ВВР 1ЕКРО-РУ 
г, "зав ВАВ Ти В-во 7? 00) 








Опредфлимь теперь нзифвенів обтема вь тіхь чабт- 
нихь случаяхь, которне встрічаются при изученін ожимаємости 
жидкостей вь цихлнндрическихь пієзометрахт, и обезначим»ь для 
простоти : 


2 


В, їй 
Ме і МУЛ 


а) Пусть Р, --0, тогда: 











АГ, М-1 
С, Є - Р, Ре и. І; (11) 
или. 
ДО, 0 Мб. 3Х) 4 (32 -ь ди.) 
Рі нан | 00 
Ли: 
47, Мб 3) -- (33 У ди) 
2, РА зу 3 08) 
5) Пусть Р.--0, тогда: 
ЛУ/АМИ ЗСмчї), сет) 
ота оре і, 14) 
ил: 
АС, 0 Р.ОМ-Ь1(5а-Ь3) 15) 


7 В(3Х -к др.) 


Т, ХИЙ. Зам. Мат. Отд. 13 
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ИЛи: 
п'я КР, с (16) 
с) Пусть Р.-- Д,-- Р, тогда: 
А 
40. З Реє --- КР. (7) 


0," Зх-и 


Изь ур. (13) к ур. (16) жхегко получить подхинння фор- 
муль Іашб !), положивь, какь уже неоднократно било упова- 
нуто, Хо-си, НШенно: 





л0, 0 (8М4Б 
дО Роб 0 ура СН 0 
і) | Р.я-0; ФТІ ше, ЕР, (167) 
лу, 0 З 
с) | Р.-РосР; УА й | СТ?) 


9. Внведемь еще подобньня-же внраженія для цівзометра 
сь шарообразной оболочкою, такь какь наши півзометрьи окан- 
чивались полусферани. | 

Обращаясь кь Гашб 2), находимь, что вь данномь слу- 
чав перемщенів р молекулн, отстоящей на разстояній "г сть 
центра, вдоль радіуса, будеть: 


Ь 
р--ат- ре - (18) 


причемь постоянння а и Б связнваются сь постоянннми Ж й 
сявдующийи двума уравненіями при условій, что Й, всть вну- 





1) Кедпапії. Гос, сіб. р. 440. 
3) Іівпіб. Ьоє сіб., р. 212 віс. 
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тренній радіусь, Б,--вившній, Р,--внутренне давлевів, Р - 
ви'Вшнев: 
КР о ТР 1 
17 2 9р)42--К2)" (19) 





б Ро--Р.) 


дн 71 рю 09) 


Подставивь вь ур. (18) вивсто а я ф равння им ве- 
зичянв, находимь, что цереміщонів : 


ВІР, ВР, ВВР, - Р.) 1 


27 аз ВУ" цій щу по 90 





Отсюда легко внчислить изиївненів г шароваго о0бьена 
И | 
Ж з Йо помня, что радіусь Й, подь вліянівмь вавшнихь 
силь превращаєтся вь Д-р. Новнй обьень будеть: 


4 
Го В й Й З (В, У р)», (22) 


и пренебрегал безконечно налнии 2-Й и 3-Й степеней, прира- 
щенів обрема-- 


ДІ, со фкбоо, (23) 
а приращенів одиниці обрема-- 

ДУ, | 3 

ут (24) 


ДУ, 
Таким  юбразом», отсюда найдемь величину "ус воли 
0 
положякь вь ур. (21) те«К, ниенно: 
ДУ, 0 З(ВЗР--Р) і 3 ВКР,-- Р.) 25) 
У, | (ЗА-Н2р)ВІ--К) 4 (щ--К) 
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Примфнимь зто уравненів кь блучаниь подобнимь тби», 
которне уже били разобрапн подь литерами а), ф) и с) предь- 
идущаго параграфа, причемь для краткости опять положик»: 


ї | С 
Метро УНІЯ крота 
Тогда 
Ме З УР, З(М-Н1)Р, 
а) | Р.-0; Р ло (26) 
ИЛИ, М 
2, ар) МЕЗО 0 
МД ДЛ пт с р Б 
Ли: 
ДИ, (вия ЗХ)-Р (ЗХ 
У а, р АСВ 8» М(би- є 2-2) і, 215 
0 


ДИ, 1 1 
6) Р.ез0; рт ЗР.(У-Ь1) сУргарум Та з (28) 





или: 
ЛУ, | ЗР. М-Ь1)(би-3Х) 29 
і т Р 03) 
или: | 
ДИ, | КР М ЕРОМУ-НТ(вь 30 
ли т (297) 
| ДГ, 9 


Изь уравненій (27"), (29!) и (30) легко получить под- 
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лининя формули Іашб 1) для шара, если положить Х-зи, 








ниенно: 
Ду, 92 
а) Р, є- 0; "ФО ше з и КР,; (2777) 
АР, 9(М4-1 , 
) | (Ро; | зутез | би Р; (29"5 
ДУ Р 
с) РееРе Р; г оо ше-о КР. (307) 


10. На оскованік уравненій, изложеннихь вь двухь 
предридущих»ь нараграфагь й опредфляющихь измбіненів омко- 
сти піезометровь цилиндрической и сферической фориь, можло 
перейти кь опредфленію изифненія викости шіезометровт, ик'Вю- 
щихь форму цялиндровь сь полусферическими обнованіями, но 
для отого необходимо єділать допущенів, что в» посябднень 
случаб нзибвненів обрема: 


рана -А ГТ, ; 


вь такомь случав для нашихь півзометровь получниь слідую- 
щую табхицу формуль: 


д Роб) аМе РИ, | МОН 8Ю-Н ОХ р) 


(33 -Р и, 31 
Мби.-н 3) -н (ЗХ -- и.) 
ЛИ 
М 
дтуне ВА, ДН знаю іч 
(1) 


Мб Х Х 
ЖРРУ, сна аю) | , 


питаннь ню. 


1) Керпації. Їос. сів, р. 439, 
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М 1)( 5. -- ЗХ) М 

С ОЗАОз 

(У-- 1)( бі - 32) 
(33 и) 


(32) 
ЗР, 

или. 
дез | РИ, СХ ран що, 


(11) 
М-н1)(би -- 32 


до РеРуеР АЙ о (Кн БРИУ (ШІ) 


іти 


Изь формуль «г, (10), (ПТ) получаютоя подлиняна фор- 
мули Іашо ) при допущеній Хаси, именно: 


ши 5 9-5 


а) Р, --0; ДИ з у чу Р "р Р ЕР,. (Г) 
у Роз0; АЙ зе Ю пу, | ЕР. (п) 
су Р.Р, Р. АТ РТ, (ШУ 


На основаній шпосявдней таблицн лжегко составить себі 
яснов понятів о процессов осжимавмости жидкостей при разлч- 
вих» убловіяхь опнта. Предположим»ь, что піезометрь подвер- 
жень одновременно, какь зто й есть дійствительно вь методі 
Веєталіїї, внутреннему и вибйтнему 0 щдавленіямь, т. е., что 
Р, се Р,че Р, тогда мно наблюдаємь ловиженіз уровня 6"" в» 
півзометрі, которое, согласно ур. (ПІТ), должно состоять не только 


1) Керпації, Гог. сів, р. 442. 
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из пониженіа яа осжимаємость жидкости, но повишенія на сжимав- 
хость стбнокь; назвавь поотому черезь у, козффицієнть кажу- 
щейся сжимлености (при Р, ях До Р), а черезь у,-- козффи- 
цієнть нстинной, находимь, что: 


ХееХа ТК (ТУ) 


Опреділенів кооффицівнта кубической сжимаєности 5, б6о- 
вершаєтся помощью ур. (І) или ур. (П") и по переифщенію 
уровня б" вь пієзонетрі, обусловленному однимь внішнимь 
лавленівиь Р, такь какь ур. (1): 


0! 
(Бр. -к З)СМ -- 1) (бі-н ЗЮСМ -- 1) (У) 
й Б У / Да а По 7 . 
Зи 9 Ди 9 


ЕР я 


Начь важно устаповить еще состношенів между наблюден- 
вими переифщеніями уровня 6", 6"" и пониженівмь уровня 0 
при Р.с- 0. Очевидно, что перем'щенів 0 заключаєть виь себі 
не только (пониженів на истинную ожимаємость о жидкости: 
КР, ЕРИ, У), но сверхь того и упругов 
растиренів сосуда, опредфлясмов ур. (1), т. в.: 


ба б"УНЕР ИЯНЕР, УКР, М, | | М(би З) М (31-Р2р.) б 


Ж ЕРИ | Мвенанамнаю |, 


нЛИ: 


МУ (Бен М. ) 
бо ери НКР дражнняя Й 


а такь как» при условін Р,--Г, два посаїднів члена лбівой 
части еквивалентньи перемівщенію 6" (ур. У), то 


ваеб'" ьо, (ХГ) 
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дтому боотношенію Векхтації даль названівє 0| убсловнаго 
уравненія и помощью его пров'ьрялть точность євонхь 15 
иВреній. 


12. Шогко замітить, однако, что виВсто провірки точ- 
ности наблюденій по ур. (ХІІ) лучше воспользоваться ваблюде- 
нівж» величини б какт бамостоятельним»ь, бь ціблью винчислкить 
изь него козффицівнть абсолютной «сжикаєности; вт такої» 
случаВв простов сравненів переміщеній 0 и 6-6" зажбняєтся 
сравненівмь  козффицівнтовь абсолютиой осжимаєности, что не- 
сравненно  наглядніе. Посмотримт, какь 9то ножно сдблать. 
Обозначимь черезь б пониженів жидкости вв капижлярбї пієзо- 
метра подь вліянівмь внутренняго давленія Р, через» 8, 
упругое расширеків півзометра подь вліянівмь того-же давленія, 3 
черезь Й (НК Ї, внутренній обьемь цилиндрическаго пів» 
метра сь полусферическими основаніями; тогда, очевидно, Ко- 
вффицієнть абсолютной сжикавмости можно внразить уравне- 
нів»: 


0--8, 
"Ж ікс СО УП 
Х РТ! ( ) 
вь которомь ве члени правой сторони могуть бить опреді- 
ленн, потому что Р, я Й/, даются из» опнта, а 9. вичислявтся 
изь ур. (Г) или низь ур. (1"), нженно: 


варю, Мб зо і (32-Ь 2) 1 


ПІ 
мн) аю | Ст 


4 КРУ, | г. 


или при Хези: 


нн. 9-5 


вуя-кВ, | ОЯУр То|о0 (УШ 
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дто вичибленів требуєть, одвько, чтоби козффицієнть ку- 
бической сжимавкости ствнокь ХК бьль заранфе извістень; есля- 
же зтого нВть вь дійствительности, то нужно приббвгнуть кт 
язвВстному опиту Веспації. Такиюь образомь, на условноюмь 
Гавненій можно основать самостоятельную методу изибвренія 
козффицієнта абсолютной сжикаємости жидкостей, причень для 
полнаго вичисленія 6го необходимо : 


а) подвергнуть півзометрь и заключенлую вь нем» жид- 
кость одному внутреннему давленію Р, и изифрить пониженіє 
уровня б в капиллярбв; 

Ь) подвергнуть півзометрь одному вифшнему давленію и 
взибрить повншеніє уровня 6" вь томф-же капиллярв. Тогда 
пря помощи ур.( УП) и ур. ( УП) получимь козффиціенть у,. 

Во многихь случаяхь употребленів предлагаємой мотодн 
ложеть оказаться весьма полезнниь, потому что в» ней козф- 
фицієвть у, опредфаляєтся йзь сумин переківщеній Оз б'-Ь 0", а 
нс язь разности б'"2-6--б', какь у Бекпації. ЗФтимь свой- 
ствомь єлідуєть пользоваться: 


1) при нзученій малосжимаємніхь тіль; 

2) при изученій зависиности между сжимаємостью тіль и 
тенпературою. 

При нзслідованій поставлецнаго мною вопробса я восполь- 
зорался отою методою и получиль рядь чисель, которня бохіе 
характеризують точноєть изибВреній, чвиь условное уравненів 
Ввотації. 


13. Накопець, мвВ остаєтся дать теоретическоє развитів 
звспериментальной методів «ашіп'а. Ми уже знаєм» (си. 5 12, 
їх. І), что «Аашіп назнваєть  козффицієптожмь  абсолютной 
сжикавности разность 6--у, отнесенную кь едяниці обьена и 
единиці давленія, т. е,: 


Пл Я 


хору (Х) 
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дта формула бнла-бн тождествонна сь ур. (МІП), если-би 
показані шпоправочной трубн у било зкпивалентно упругому 
расширенію 0,, другими словами метода ЧЙШаштіп'а бнла-бн со- 
гласна ст теорієй упругости, обли-бн веполиялось убсловів: 


газо; (0) 


всяков-же отступленів оть зтого равенства будеть говорить не 
вт пользу методи атіп'а. Теоротическов впражонів упругато 
растиренія 8, нам'ь язвістио из» ур. (ХПІ), а потому займемся 
вБводомь подобнаго-же ввнраженія для у й затфиз сравнимь 
пхь. Очевидно, что шизифненів обьема жидкости у, показн- 
вавмоо поправочною трубкою, єсть ничто йнов, какь разноєть 
между начальннит вкбілнимь  обремомь  У/,, когда внутри 
півзометра нять давлснія, т. в. Р, се 0, и конечнниь 
МИ, "РАДУ, когда Р, есть нікоторая величина, 

Вичислимь приращеніє обьома ДИ, по частям»:; отд'вльно 
для цилиндрической части півзометра Д(/, и отд'їлько для сфе- 
рической ДИ,, предполагая, что | 


ДИ ДАЙ. (33) 
Для вичисленія велячипн Д(/ вань нужно возвратиться 


кь ур. (5) и ур. (6) и положить вь ур. (5) т-- К,; тогда, 
согласно ур. (9), 


231 .- 70 2. 
пов 09 
или посяв занбни ор и Є соствітетвенними величинами 


3 Ро КР, | 18(Р- 
ПЗ 2-й зач с Ій-- ут - (35) 


Ото обідве уравненів можеть бить улпрощено, такь какь 
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опить пройсходить только при одиомь внутреннемь давленіи 
Р,; савдовательно, Р.ш-0, и тогда 


зоріо Ре (36) 
и 


нян окончательно 








що МР, С (ба 519 МИ . МР, О. КО би-3Ю) (31) 
1 пруєгу ту Зи у 
а при допущеніи ар 
Гу/ Ди зиВЛВ, (375 


Чтобни внчислить ДИ, возвратимся кь ур. (21) и поло- 
Жямь В нОЮь тає, ; тогда согласно ур. (24) 








А, 3 З Ро Р) 3 3 Б й (38) 
у В, (3 9ь--)  аь (В-ВО) 
но такт какть вь данномь случав опять Р. --0, то 
3 | 
Г13 4-7 0 - 7 (УР 99 
И, зак Ди 9? (39) 
или окончательно 
ДУ, яз УР (би З). МРОР, М внЯ3Ю) 0 (ц 
4ц| 32-Ь и) 4. 
а при допущеній Хези 
9УР У Кк 
ДИ, ше 1-09 137, | 
1 4 (40") 


Теперь составим» понос вираженів 


У ДНУ ДУ (41) 
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и на основаній ур. (37) я (40), получпив 


паю сен) 


ге Р, руна МИ, ЕЕ у й (43) 


Сравнимь посяїднее уравкенів сь уравненієнзь ( У 111) 
п АЕЗ ЗАННОВЕІн) 
0 
Зи 


М(бр-Н3Ю)-Ь (ЗАЗ 2), 
4 Щ у 


8 ш- (В 


(в) 


я возьмемь разность 


ОНИ МВНнНХ) у (Ру РОМВНННЮ 
Зи 4. 


п. Й 
чна НА (441) 


ї-8о РК 


но такь какь 
(0-0), а (РР Р, 0 (45) 


ча 3) Ус( би" ЗХ) о 
Ли 


и 


то 
гово Р, | 


(46) 
ИЛИ 
у, у, г 
Де во РК дит СЮ ) (41) 


откуда окончательно 


о ТД ЛА ДИ (48) 
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Боли отнесень т й 0, кь одиниці обьема и давленія, то 


похучимь 
--8 
Рут (49) 





такинь образомь мн видань, что у не равно 0,, а схбвдо- 
вательно, предположенів «агіп'а, что поправочная трубка точно 
нзибряєть упругоє растиренів півзометра, не оправднвавтся 
теорією упругостя. Возвращаясь кт ур. (УП), мн должни со- 
Фбразно только-что полученному результату написать соотно- 
шенів 
0-8, 0---У 
т РИ"РИТ 





(ХІЮ) 


которов показкваєть, что кв результату, полученному по способу 
Фатіп'а, нужно придавать козффицієнть кубической сжимавмости 
стЬнокь лієзометра. Ота поправка впервне била предложена 
СпіШашив'омь 1), хотя вт нбВеколько нной фориф. 

14. Уравненів (У 11) приводить кь закалюченію, что 


0--т . | 67" || 6-8! 
РИ"РИ РИ я (50) 
й Что 
геев". (51) 


Такикь образожь, метода «атіп'а становится вполив по- 
вяткою : она зквивалентна первой фазі методи Коєпації, когда 
ПШезоивтрь  подвержень юдновременно внутреннему и вкбвтне- 
ну сжатію, а потому дасть не абсолютную асжихавность 
|, а только кажущуюся у, Вибфств сь тіиюь очевидно, что 
вубическая сжимаємость стіпокь півзометра можеть биють опре- 
Дблена не только по способу Вестпації пря одномь вн'ьшнемь 
давленій на стВнки півзожетра, но также й изь показаній у 





г) СаїНаате. Соторієв гепінв, і. 103, 1886, р. 1183 и Агсрітєв дев 
всієпевв ріувідпев єв пабпгеївв, (2) 6. 17, 1887, р. 165 я р. 177. 
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поправочной трубки. Равенство (51) можеть бить доказако я 
непосредственно, Вь само» ділі, согласно ур. (32) стр. 90, 


умо ОА М--1) (Бичн31) ЗРРо М-н1) (бия-32) 52 
1 ВОЗХН2р) чаЗіін) 

а согласно ур. (42) стр. 96, 

"Цю гитружюто р 


положим вт» двухь послВднихь уравненіяхь Ріє Росе Р и возь- 
день ях» отношеніе | 


0". ЛФРООМУН У (бр ЗА) КЗ РИМА (в). пі 
"7 ПФРОМ а р3)-РЗРИМ (ьо 09 








какь легко зажіфтить, оно обращаєтся вт единицу, т. 6. 


в'яз, (51) 
потому-что | 
С М-Ь 1) ач 7, 
а 
Й, (М-Б 1)- У, УМ. 


15. Теперь мив оставтся привести дальнійшів результати 
свойхь нзиВреній и показать, вь какой ибрі ями оправднва- 
ются зти виводи теорій упругости. Веб изифВренія били пронз- 
веденн мною при установившемся давленій, причемь колонна 
ртути вт капиллярВ всегда возвращалась ка старое м'Всто, что 
указнвало на отсутствів какть нагріванія оть сжатія, такь Ж 
постоянной деформацій сосуда. При оперированій по способу 
Веспації и по способу фаштіп'а бсоблюдался разь навсегдз 
слвдующій плань изифреній: 

а) Опреділивь на скалі воздушнаго манометра точку вв 


0.5 ативсферм давленія, т. е. в» ц т.т. ртутнаго столба 
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при 09, какь уже подробяо бяло описано раньше 1), я вмчис- 
лаль другую точку, которой соотв'Втствовало дававніє оть 
9112 до 9.240 аткосферь, вь зависимости оть висоти баро- 
яетра й комнатной температурн. 

р) Потомь я дблаль одновременнне отсчеть на капиллярб 
піезокетра С, на ториометрі АЇуеграіа, раздвленномь до 0.02 Є., 
з также на поправочной трубкі у, когда оперироваль по ме- 
тод ашіп'з. 

є) Даліе недленно повншаль давленів до вичисленной 
точки скан воздушнаго манометра, даваль время установиться 
зону давленію и записнваль показанія капилляра С, термо- 
хетра и поправочной трубки у, когда оперироваль по методі 
Зашіп'а. 

1) Наконець, медленно-же уменьшталь давленів и, дав» 
вну виовь установиться, четаль показанія капилляра С, терио- 
хетра, а также поправочной трубки у, когда операроваль по 
хотодВ Зашіп'я. 

е) Йзь полученнихь таким образом» пере вщеній 6, 0", 6"! 
ї у впослйбдствій внчислялись козффицієнти кажущейся ожи- 
навкостя у,, кубической К и абсолютной у,. Каждьй яз отих 
кооффицівнтовь опреділень мною из» нбсколькихь рядовь на- 
блюденій по сказанному плану, а каждьий рядь состояль изь 
цолямхь десяти отечетовв, причемь в» виду веська близкаго 
согласія между наблюденнний величинами 0, 6", 6"" и 5, полу- 
челинми сь одной сторонн при возрастаній давленія сть 0 до 
9.3 атмосферь й єв другой-- при убнваній оть 9.3 до 0 ат- 
косферь.-- а взяль среднес арибметическов изь зтихь наблю- 
деній. | 

16. Приведу для иллюєтрацій протокол» одного поляато 
ваблюденія : 


1) Г. Де-Метць. Опьтноє изсавдованієе. ос. сів. 56 49--53, а также 
0. Де-Меїз. УМ іїєд. Апо., В. 41, 1890, р. 667. 


Зосвестт ВІ петлю 17. 13730 т. Мзтеда Фаштілпа 
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"СД", вивьнкоя вічиноконьми чімУндіп 4 спношенодоп Хиовнохохови чи онжАІн "вдлоноєоїп отводишові 


ео1дліпА вонкоп чіньХкгоп їчобіь 'ялофівп ціовьнкгоїом чя оАннзокчя "ХазеоДкоп вн Анавзіфпоп чівкчіїо чао0нжок 
-804 чіфни чел 49 зідокової маовь цнояовьніовфоХкоп о9тнодишові во1ЛдпХ оногоньтча єнногох ноїє чя (, 








втот | 9800» сестр ІСВ/9Т 10618 рілтогоі0689:Є роост 619с6 | 0161 

20:68 |ТАЄЄР ОДА с969Є ГФІТРО'О|8699"Є е9вс . 610є6 | 0/6 
| 19:88 196"Р6 ФРЕРІ - довге оореро! 18918 Ї6т05:6 | ФІ'6Т 1?) ДІ 

66:16 По9"рс 686 ЄТ 196 Се90РО|298476 199916 | ОТ'ЄЇ 

168.68 П09"Рс |98/"РІ 9беєР ОСІРРОЇР98/78 19991:6 | ФГ'0б 

ясот | 16/96 соотр 8191 6009 | вового 1сств'о с0//9 трт'6 | ОТ'ЯЇ 
92/96 6190 |Є609Т срсо9 | 0/80:019196:9 180119 с98т6 | 9081 пи 

св 18 ІР'РОЇ8ОО'ЄТ 82619 1189:01190679 1011:6 | 09:61 

Тр 18 08Р РСПЄ6 СТ 19179 11290 0р1679 |9181:6 | 09:02 

обот | єтегор ЗВО ОР 1809791 11969 | 68/0701886с:9 9Ре0 т161:6 | 02:06 
119:68 19/68 91:91 10969 | 68/070189/09 990072. р.6ї6 | оєо8 11 у 

161788 99966 |605:91 099679 оврІ9гоЇстоєо (0161:6 | ОР'Об 

18688 |919"Є9 1996'9Т 81869 (80009:012198:9 169876 | ФР'05 

і66'9 | оє6:68 Пррр/є Ро рт | 9с9"ст | 9881:0| /ЄР'СІ 980Р'ЖТ 196676 | 99'81 

351:68 169816 66К7Ї 169:91 | 188101 СРР'СІ ФРОР'ЄТ 80856 | 0881 
80986 СОР'8Є 069 СІ О8Рст | Є881:01 9671 ОСТІ 16066 | ОР8Г |" 

66/16 (098:65 (бЄ6'НІ 61єєєт воблгоїсвогот |ООРЄ6 | 972 

0816 1899766 |98//РІ 161081 І644ГО 016: |6191:6 | ФР'ЯТ 


51665 РОЄ'86 |4Р8'96 /4РЧ1 066561 ОРо8! оно 01 |808с:6 | 91/91 
І , 

















аю ороР м ор ОТГ чали | чачи | чоти | чоло | чию 
У РО | о | СОДА СД 1 

! 279п-9а ши» й урни 

91 с 4! ої ОТ 









З НО ТП ЗІ "1 9Ц5Х ничащяновяш 40 
ахннняїяченойп "ячхічаниичі цоніуниоя нап ціняччиєи чхч0є чяодтічклеча ча00нилноЯ00) "1ТТХ ТПИХЯУТ, 


14 


Т, ХПІ. Зап. Мат. Ота. 
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Шезометрь Ж І. Апрізхя 16, 1890 т. Метода Фатіпа 
Р--9.2308 ати; Й -- 5171756 п. ; і-- 18.80 0. 





і 
| Ти | їз 

















кал зав Давленів | Давленів | Давхенів 
овозрастало | убивало |возрастало | убнвало | 
50.95 | 50.85 12.40 12.40 
50.90 50.90 12.30 12.30 
50.80 | 50.10 12.30 12.40 
50.80 50.70 12.45 12.50 
5090 | 5050 | 1245 | 1245 | 
Среднев 5087 || 5012 | 1238 | 12.41 


Такикь образоюь видно, что величини 6, я 0, 5, КТ, 
сходатся вв отдільнихь каблюденіяхь веська хорошо, и что 
разницн между переміщеніями 0, и ї,, наблюденннмя при 
возрастаній давленія, и перембщеніями 0, и "з, наблюденннми 
при убнваній его, настолько ничтожни, что всеціло мкогуть 
бить приписанн только отибкам»ь наблюденій, а не нагрівакію 
нли охлажденію ртути, а тВиь болве-- упругому посавдфйсгвію 
стекла. Подобно приведеннни» рядамь били составленн й веб 
остальнне, так» что величинн 6", 6", 0 и у опредбленн в» 
каждомь ряді из» десяти весьма сходнихь между собою наблю- 
деній. При отомь слідуєть помнить, что вь отой таблиці 0, и 
(, вкраженн вь дблоніяхь калилляра 8, (см. стр. 77),а 1, Н їз 
вь дбленіяхь капилляра 3, (см. стр. 71). 


Ввиду сказанкаго приведенів подробинхь таблиць ках- 
даго ряда не представляєть особаго яптереса, а потому я пря- 
веду лишь среднія величинь отдільнихь рядовт. 
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"САУ, внньигов вічиногоньмя чльїнфи ( спіноїтпекодоп Хионноїакдвн чя онжЛн "едлоногощ отнодишові 


601АЇпХ собонкоп чаімьАгоп їчдбіь 'янодівзп ціяосьиккогїом 44 сіАвносокяя "ХівеоДтоп вн Хнявіпоп чізкціо чао0нжом 
«804 чічни счкеп 40 вдоковеїп ніоєь рнозосьвіовоХкоп отнофйишові с014двпХ оногоньшщчя єнногоя цо1е чя (, 


















втот | 9єо0р Єестр |с69т 10618 (вілаог010689:6 рос втосв | 0261 
109786 ітДЄеР 02211 соб9є |ФІТРО'ОЇ8899Є соєср | |: вт0є6 | 01:61 
| с1988 (98 "ре СРЕРІ Іє6гт оореуоілявиге 610.6 | 91:61 1) І 
066:16 |То9"ре (698 'ЄТ є се9ор'ОГР98гє 19991:6 | ОГ'6Т 
т26:66 (109"РС (96/91 9б8СР СбІРРОЇРУ8ІЄ 1999176 | ФГ'0Є 
яєот | твлгеє Їссоть |61е9т увеоо | вевогоїаєте'о 86019 трг6 | сГ'81 
96:96 С/О"ОР ІЄ6О9Т орсо9 | 01800 0196:0 18019 с9ят6 | 908 М п 
сврів ШР'РОЇЗОЮОТ 86619 шовоїт90го 10276 | 09:61 | 
тр 16 08РРЕЇТЄ6 СТ ІТБІ79 дібсоїортсо |9181:6 | 09704; 
одот | єтегов Ївбо ор 809791 шов'9 | 68/0701886879 руєо тво | 0605, 
19:68 |тар'єв (19191 18969 | 66/010188/29 90001 РьбТГ6 | 08080 п 
61:98 |999 єс |6є001 09969 іоергогоїєтев'о |отвт'6 | ОРОб 
186-988 (ст9"єб |99Є"9Т 81869 9009:0/2196:9 |6981:6 | ЄРОг 
ї669 | оєб'єв рр 18 нео мі | 98991 | 98810 /ЄКСТ 880 196676 | 9981 
РІ 66 69218 66Р7Т| тє9:ст | 18801 СРИСІ ФОРТ коєє:в | О8'8Т 
89986 |СеР'ЯЄ є69 91, ОВР'СТ | ЄВЯТ-ОЇ ЄВС ОСІВ 6026 | ор'8Т | у 
261716 (098766 І6є6'Й втєє ст в9блгоїавогот ЇСОРСВ | ОФ'І 
08:16 1899765 ЧЕН 6 ЕТ І610016:СТ |6191:6 | ЄР'Ї 
б1668 ров'8є гр825 Д9Р'Т 


066561 ОРЄ8'О:Я19"61 є069:6 | 9191 


Р пальних 


| 











о а а 2У| а о 7 ' " 7 "402 - "дпо Ро 
сані ор ОР ХОР ОР ОО ОР мачо || нач | ча | нач | чими | чом | ці МІ З 
І0 9 :9 9 9 І0 . 9 
сом-аї  араг | урозоЗоу 2 | | || що | 120170 1000 13 
91 о мо | 61 | 91 | т: | ОГ 6 (8 | 1 9 9 Р Є 4 т | 


АТЕТІ ЧІ Ч ДУ ОМА ЧУ 


чхниняїчяєнойп "ячхітаяния: фонітниоЯ нап рІНАчФНок Фа 
ЧОМІЯХ Ра 4 
І90НИХЯ040) СТІТХ тпикятІ, 
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ри 4 о "402 і . . . 
т Орхит | ОРХ | чачи | чи | чаш | | в | й 
ро ау них, | (514 О5) . Бо | к 
Бари пи ін 2 дн о | о | а | 515 
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Тр и | с. вкуаІяносяпі 
чо 4хинняїчєвноП "о() УХЧЕ о1тшаті чахітачокаї нап Шінзачкей 4хчоє ча00нплново) "АХ тПикЯчІ, 


. І , ( 
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і І ' 

нирет о6еО181118 ув 99:61 || ДІ 
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6101 18268 16 4 1Р бе Р Р пи п ТІ 81/76 луоінивє РОС 
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8СО1 | 111398 МСТВОР ее 9Т 4 16 |6АР РО |9661С1 | СРО 9 
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Изь таблици (Х.У-й) получаєнь при температурі тающаго 
тьда по методі: 


Вестпацій. .. Хе є 0.000003675 при 09, 
Зашіп яспр. у, се 0.000003786 при 09, 
|е-Меіх..... Хе "я 0.000003771 при 09, 

Среднеє изь чисель, полученинхь по всбиь тремь мето- 


дань есть; 


Хе яз 0.000003737 при 07. 


Таблица-же (ХІУ-я) показнваєть, что козффицівнть абсо- 
лютной сжимавности ртути при 19.38" С, по жетоді: 


Верпації .......... Хе я» 0.00000382 
Чашіп шспр......... Хе се 0.00000400 
е-Меіз............ Хо с 0.00000390 


Ороднев из» чисель, полученнихь по вевиь тремь мето- 
дань есть: 


у, яз 0.00000391. при 19.38? 6. 


Схбдовательно, сжижаємость ртути возрастаєть сь воврає- 
танівиь температурн и козффицієнть втого возрастанія, разсчи- 
танний на 19 0. есть: 


Д -- 0.00000000877, 
такь что вообще вь предВлахь теипературь монхь опитов»: 
Хо У- 0.00000374 -Ь 0.00000009877 1. 


Послідній опитиній результать можно сопоставить сь вин- 
численним на основані одной форжулн А. Риргб 1), которая 


1) А, Раргб, ТЬбогіє півбсапідце де Їв сЬвіваг. Рагів, 1969, р. 147 сіє. 
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била провбрена Ашаєаі ) и оказалась согласною сь 6го на- 
блюденіями. та формула нибфеть схВбдующій вид»: 


А-- 10333(274--г) ' (52) 


причеюь вь ней а есть козффицівнть расширенія жидкости пря 
постоянномь давленій, у, - - козффицієнть вя абсолютной скл- 
навмости, 274-Ьі-- Т--абсолютная температура. Фиргб назь- 
ваєть величину А притяженівмь при сопрякосновеній -- «Їаі- 
ігасіїоп ап сопіасі» и считаєть ве равною произведенію ад, 
вь которомь Д есть плотность тіла, а а -- особаж  посто- 
янная, зависящая оть вго хишической природи. Зта форнула 
виведена ка основаній предположенія, что внутреннях работа 
зависить только оть одного обьема. Коли разсматривать одно 
и то-же твло при разнихь температурахь и давлекіяхь, то 
постоянная а остаєтся все одпа и та-же, а а, Т, у,, 2 пере- 
нфняются на а, Ї", у, д', и тогда можно каписать уравнеків: 


Т а! 42 
М чо (53) 


помощью котораго легко найти козффицієнть сжимаємости у, 
при температурі /', если окь извістень при другой текпера- 
турів і, и если, кром'в того, извістин величинн а, а", д и 2. 


Сділавь зтоть разсчеть для і-- 19.389 0. и привав» 
Хг-0.00000374 при 09, я нашелеь: 


у.у-0.000000402 при 19,38" С, 


число близков кь найденному язь опнта. 


1) Ашадаї, Аппвієв фе сбіш, ев де рБув., (5) 5. 11, 1877, р. 596. 














ооо 
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і7. Йитересно сопоставить полученнов мною число сь 
числами другихь кзслідователей : 


Тівлиці ХУЇ кооорицівнтовь ЄЖимажмости РТУТИ ПО РАЗЛИЧННУ» 





НЗСлРДОВАНІЛИт. 
Й м ена Хо 

СоїЇадоп ві Зв... .... 0.00000352 при 0" 

Ашв...-...4шнн 0.00000390 » » 

Вектації. ..........1.. 0.00000352 4» » 

Атацту ві Дезсаторв носпр. 0.00000386  » » 

Таїд... ............. 0.00000360 » » 

Ашасай ............. 0.00000390 |» » 

Ре-Меіс...........-... 0.00000314 » » | 
Среднев...... 0.00000319 при 0? 


Ми видимь, такимь образом», что наблюденяня сь дав- 
нихь порь числа можно легко й довольно близко соглабсовать 
нежду собою, воли держаться теорій упругости и принимать во 
«винианів собтнотенів между козффиціентами Гашб Х ий, 
установленноє для стекха многочисленинии й разнообразннии 
опетами. Всв ковффиціенти, предетавленнне вь посхіднихь 
трехь таблицахь вичислени ло упрощеннимь формулань ІГатб 
при допущевій Хо-и, 9то допущенів мк постаравємся впослід- 
ствій оправдать пряшний опнтами, кезависимо оть результа- 
товь таблицн У. 


18. Переходя кь сравнокію чисежь. добнитихь различнний 
жетодами, шн остановимся на сравненій чисехь, полученнихь 
нами по методів Зашіп'я и по методів Векпації. 
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Піезожетрь. По методів Фшашіп'а По методів ВБеєпампії 
зо 1 | ур-0000001496 || у,--0.000003780 
Х ПІ 0.000001633 0.000003589 
Хо ПІ 0.000001633 0.000003747 
Х у 0.000001724 0.000003865 


Средяве 0.000001622 | Среднее 0.000003820. 


Сопоставленів какь отдільнихь чисель по нужеражь піе- 
зометровь, такь и єреднихь, исключаєть одну низь методь, 
потому-что двухь отвбтовь ка поставленннй вь нашей задачі 
вопрост не можеть бить; вспоминая требованія теорій упругостя, 
ин доїжнн отказаться оть шетодн Фашіп'а, которав приводить 
кь числань, противорВчащимь не только тигр, которня добити 
на основаній отой теорій, но также й тімь, которня найденн 
путемь одного опнта (Таїї, Ашаєаб), безь вбякаго вибвта- 
тельства теорій; чтобн перейти оть числа, полученнаго По їе- 
тодВ Фашіпа, кь числу, полученному по метод  Вектації» 
нужно придать ковффицівнть кубической сжимавмости стінокь 
півзометра Її, тогда: 


Йинена | Хо 





по ашіп'у... 0.00000400 
по Векпації | | 0.00000382 





Хотя посабднів два козффицієнта абсолютно й не совла- 
дають, однако, оки очень близки другь кь другу, в» особон- 
ности всли принять во вниманів, что они полученн: 

1) различними методами; 

2) что діло нйдеть о ожимавности ртути, одной нз5 
нанйменів сжимавинхь жидкостеї; Й 
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и 3) что півзометри єсдВланн изь стекла, геометрическая 
форжа котораго далеко не отвічаєть требованіянь теорій, какь 
видно низь таблиць Х-й и ХІ-Й. 

Для дполноти представленій кеобходимо веше сравнить 
стохбци 10 я 13 таб. ХІУ-й. 


По, нетод Запіп'я | По методі Веєспапії 


б І уанн0.00000150 | || у,--0.00000150 


Шезометрни 





» Пп 0.00000163 0.00000153 
ХХ ШІ 0.00000163 0.00000130 
Х ТУ | 0.00000172 0.00000141 


Среднее 0.00000162 | Среджее 0.00000144 


Обь зтихь двухь козффицієнтахь можно сказать то-же, 
сто ужо било сказано 0 козффицівнтахь у,, т. ев. что 
они настолько блязки между бобою, насколько могуть бить 
зва числа, данння двумя различними методами при изибфреній 
казаго еффекта. 

Что ин дівйствительно стонймь на правильной точк'в зрівнія, 
подтверждаєтся еще двумя рядами чисель--15 и 16 колони 
той-же таблиць. Вь колонні 15-Й мною приведенни абсолютинв 
возффицівнти сжимаєвмости у,, вичасленньие по ур. (УП и УШІ). 


, Цівзометрь Ре-Мвіз 





Ж І уз н-0.00000396 
Ж ПІ 0.00000399 
ХПІ 0.00000368 
Ж ІУ 0.00000398 


Среднее | 0.00000390 


тр 
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Они еще разь приводять кь прежнимь числакь и слу- 
чайно представляють собою среднія изь чисель, полученнихь 
по методів Беєспанії и по иоправленной методів «атіп'а. Нако- 


нець, колонна 16-я содержить вь себі5 отношенів - -» КО- 
ТУРТОДРО 
торое, согласно теорій упругости, дохжно равняться единиці 
(урав. 51). Опить вполні  подтверждаєть  ототь внводь 
творій, потому-что в» среднемь разница между опнтной и тео- 
ретической величиной вь среднемь едва достигаєть одного про- 
цента. 





Півзометрь | ро 
Ж І 0.991 
» п. 1.000 
Хо ШІ 1.028 
Ж ГУ 1.019 


Среднев 1.0095 


19. Во всвхь предьидущихь разсчетахь я руководился 
упрощеннний формулами, допустивь равенетво 


Хеви. 


Хотя я старался оправдать таков упрощенів рядом» чи- 


сел, собраннних» мною в таблиць У, стр. 62--63 подь Хе 1, 


тінь не менфе однако, для строгости полученнаго результата 


я считаль необходиинизь еще непосредественно провбрить зто 


равенство. Сь втою цілью я остановился на методі, котораа 


считаєтся одною изь лучшихвь при опреділеній модулей упру- 


гости Й. у. и постоянной Роіз5оп'а с--на кетоді гнутія м кру- 
ченія. Самая метода настолько общензвівстна, что излагать ев 


| 


) 
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явть обобато нктереба, и поотому я опишу лить свой при- 
борг. | 

20. Мой пряборь состояхь низь чугунной скамья (фиг. 4) 
дайною вь 105 сш., стоявшей на четврехь уравнительннихь 
винтахь ИЙ. Верхная часть нифла по всей длині проріз», по 
которому можно било перешВщать чугуниня части ф,ф я с и по 
келанію закріплять ві томь или нномь мість помощью на- 
хниннхь винтовь а (фит. 5). Часть б, подробно представлена на 
фиг. 4-й и 5-Й исостойть яз толетаго угольника 00, притянутаго 
винтоюь ( кь верхней части скамейки, а кт нешу привинчена 
винтом'ь й, боліе тонкая желізная пластинка в, которая хожеть 
перем'вщаться вверх» к внизь по оси (фаг. 7) у, и взадь и впередь 
по оси 2. Цластинка є оканчивавтся призматическимь ножем, 
ка которошь лежить испнтувная труба, или стержень. Часть с, 
вилятая из чугуна, йибфеть сквозноє отверстів, вь которое плотно 
входить латунний патропь, окачивающійся нажишнни» винтом». 
Весь приборь сдблань весьма солидно, так» что во времл каблю- 
деній не замічалось никакого перемвщевія отдільннхь его 
частей. 


21. Чтобн опреділить модуль Юнта Б, стекланаа трубка 
Істанавливалась горизонтально на двухь подставкахь ф.р; 
на нев надівались два тонкихь латуннихь кольца тп, и приз- 
ка р сь чашкою д для разновісокь (фиг. 4), а на кольцахь по- 
хВщались два зеркала т. 7" єв тремя уравнитольними винтами каж- 
дов и притомь такь, что ихь ось вращенія ветрічала под» 
прявнагь угломь центральную ось трубн. 


Дахіе вийсто латуннато патропа вт плоскости уг (фиг. 7) 
ттверждалась скала з (фиг. 6 ) раздБленная через кажднеє два ш. т. 
ХВлятельною машиною ФРеггеайх; вь зтой же плоскости уста- 
навливались и оба зеркала, такь что лучь, шедшцій оть скалн 
з, Лопадальь ка зеркало т", отражался сть него, падаль ка зер- 
кало т и, вновь отразивтись, попадаль наконець в зрительную 
трубку.  дтоть способь опреділенія угла ткутія я заиймство- 
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валь у Коепіс а 1), ков оказался очень удобнимиь; я только 
язбігнуль слишкомь большаго удаленія скажи оть перваго зер- 
кала, потому-что огромнни удаленія вовсв не ділають изибре- 
ній болфе чувствительними. 

Вь шонхь опетахь скала з (фиг. 6) находилась всего ва 
- разстовній 6-- 7 с. оть перваго зеркаха т, зеркахо 7 оть 
зеркала г'-- на разстояній приблизительно 90 ст., а ножь 0д- 
Ной подставки оть ножа другой приблизительно на разстояній 
85 єп; такимь образом», если назвать через» «І видимов пере- 
мЬщенів по скалі, кнаблюдаємов трубою, то ід угла гнутія 
будеть 


бі 2(2зт'-ртт) Р 059 


Пра описаннихь разстояніяхь величина ПД колебалась сть 
5650 ш.и. до 5830 ш.т., в прогибанів /, вичисленнов по фор 


1 , 
мулів Лаз 5 Шуф, вь которой Ї есть разстоянів между ножаня, 


не превншало 0.5 т.лп., вслідствів чего ик не притлось на- 
блюдать явлекія упругаго послВдійствія. Модуль Юнга я вичис- 
ляль по формулі 


1 ІЗ, Р 
ЕТНО ВО (33) 
а грузи Р употребляль вь 500 ст. 1000 єг., 1500 ст, 
2000 дг. причень отступленів оть пронорціональности меж) 
наблюдаєннихй величинами « и грузами Р бнли настолько ни- 
чтожин, что яхь скорбе можно било приписать ошибкамь на- 
бхюденій; вообще оцінка десятой доли одного д'іленія скалн 
била затруднительна. Каждеий результать составлень язь в 


сколькихь рядовь, не менфе паяти, а кажднй рядь изь десяті 


) Ковпір, У/ієд. Апп. В. 28, 1886, р. 108. 
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одновременнихь наблюденій «/ для каждаго груза. Воть таблица 
полученнихь чисель: 


Тімица ХУП різивровь В, й В, півзометрРическихь ТРУБЬ Й 
модулей Юнга. 


Е 











ж в, || 8, |, 


я о о 


в (ла 1 кет 





т йолот! 2 1 8.955| з | 1459| оав6т | 7211 
п | 9,505| з | 1412| з | 3093| 0495 | 300 
ш 0000 1.660| т | 3.340| 0408 | 6892 


5 
ІМ | 9091! 1 | вз8т7И.5 | 2.10! 0,510 | 7032 
ч |9.875| з | 6.838| з | 3037| 0,348 | 5663 


Вь ней, кромі прогибанія / и модуля ХЕ. помвщенн еще 
радіус Б, н Б; причень кажднй изь нихь получень как» 
среднее низь четирехь взанймно-перпендикуляринхь промбровь 
колець, срізаниніь у обояхь концовь каждой трубн. 

Вь колоннахь босфднихь сь Б; и Б, внраженн вв "/, 
колебанія зтихь радіусовь при переході оть кольца одного 
конца кт кольцу другаго конца; зти колонни ннтереснь в» 
ток отношеній, что ов характеризують отступленія д'вЙстви- 
тельной форин трубь оть строгой цилиндрической. 

Труб М І, П, ПІ и ГУ изь кнфивцкаго «стекла и пред- 
ставляють собою остатки тіхь трубь, изь которнхь били при- 
тотовленн півзометри соотв'втственних кумеровт, а труба Ха У --- 
фравцузекаго хрусталя нензвівстной фабрики. | 

22. Для опреділенія модуля твердостя у, на одномь конці 
трубю каклеввалось широков, около 15 шті., кольцо п (фяг. 4), 
вь него вванчивался ричагь і, вь 241 щ.ш., сь чашкою 9 для 
труза; а на другомр конц накленвался металлическій пат- 
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рон», которий плотно входиль в'ь отверстів чугунной части 
с фиг. 4-Й и кріпко кт ней прятягивался нажикнимь винтокь, 
такь что етоть конець труби можно било єсчитать неподвиж- 
нни». Вблизи кольца п сь ричагомь и чашкою подставлялся 
одянь изь ножей фі, кь которому в зтомь случаїв привинчи- 
вались два валика аа (фиг. 5), ведбіствів чего свободнкй ко- 
нешць труби прочно ложаль на нихь и правильно перем'єщяся при 
крученій. Нож'ь сь валякахй находился всегда очень блязко кь 
кольцу тп 65 зеркаломь 7" сь цівлью избігнуть ввнгибанія трубн 
под'ь взіянісмь груза, подвівшаннаго на ричаті /. Речагь устанав- 
ливался перпендикулярно кт» оси труби х лежаль вь гора- 
зонтальной  плоскости; кольца тп, п оставались на прежнихь 
містах», но зеркала т и т" поворачивались на 909 в плос- 
кость гу. При кручекній отсчети углов»ь 6 производялись по СПо- 
собу Роєквпдогіїа помощью двух» трубь 60 скалами, СТОявПихв 
на разстояній 1 п. оть Зеркаль. В» мойхь опнтахь зеркало 7 
перемвщалось не боліе, чівиь 09.55 ка 1000 от., а зеркако т 
перен'вщалось приблизительно ка 59/, 9той вехачинн. Грузн 
ставились на чашку, по прежнему, вь 500 ст. 1000 єт., 
1500 єг. 2000 єт., я опять таки мяв не удалось зажбтить 
упругаго посхьдійствія. 


Я полагаю, что вто легко обсбяснить ничтожностью баной 
деформація. Чтобни избігнуть вредньхь тохчков, грузн-- как» 
при крученій, так» и при гнутій--бнускались осторожно ка бл0- 
ках», и в зрительную трубку легко било видбть, что кручеків й 
гнутів совершались вполнів правильно, потому-что дбіленія скали 
перемвщались плавно и всегда возвращались на нерекресток» 
нитей, когда грузь снинался сь чашки. Для разлачнихь гр): 
зов» наблюдавина кручекія не строго пропорціональнки грузах», 
хотя крайнеє отступленів но превншаєть 39/,. Кь сожалінію, 
бол'івзнь тлаз» не позволила мні больше остановиться на 9ток» 
явленій и изучить его обстоятельніве. Вь прилагаєшой таблиці 
приведени результати веоВхь опнтовт, вичисленньхь по формул? 
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21. С 
як ощоВ 05) 


вь которой (С всть мошенть крученія, а остальння величинн 
язвієтни ; кром' того, на оскованій зависимости (ур. 25, стр. 70) 
вьней приведенні значенія постоянной Роія8ог'а а, которня оправ- 
днвають виборь упрощеннихь формул». 


Тавлица ХУЛПІ модулей твеРДОСТИ у, й постоянинхь Роіз8оп'за с. 
о | 


ж | о 1 ког.| р 


І 09,491 2960 0.230 





П 09.517 2930 0.245. 
ПІ 02.447 2196 0.232 
ГУ 02, 538 2841 0.238 


У 09.383 2291 0.236 

Ми остаєтся теперь внчислить на основаній двухь по- 

сабднихь таблиць кубическую сжимаємость стінокь піезомет- 

ровь; сь етою цілью, я воспользуюсь формулою (26, стр. 70), 
соглаєно которой получится сліьдующая таблица: 


Тавлица ХІХ кувичкеской СжимаЕмости СТЕКЛА ПІКЗОМЕТРОВР. 


Ж 1 Ко 3(1--2о)/ 2 по Вектацій при дес. 





І | 0.00000230 0.00000227 | |--0.00000003 
п | 0.00000216 0.00000236 | |-к0.00000020 
ці | 0.00000241 0.00000945 || |-о.00000004 
ту | 0.00000231 0.00000945 || 1--0.00000014 


у | 0.00000289 - - 
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Кромбї того, мн можем'ь вниЧчнслить кубическую сжимавкость 
на оскованій данинхт 6! таб. ХІУ-Й и а таб. ХУПІ-Й по форнул 
(У), для которой р. берется низь таблици ХУПІ-Й, а вичис- 
ляєтся изь извістнаго соотношенія (ур. 2, єтр. 51). 


Сділавь оти вичисленія, находимь сяВдующую таблипу 
значеній кубической сжимаєвности /. 


Тавлиці ХХ кубической сжимавности стекла по Ведпації при 


Хар Й ПРИ Хози. 













ж Вектпацій Х-ви | Вектації Хеви. | Д 


0.00000241 0.00000227 





-- 0.00000014 
0.00000236 | -- 0.00000004 
0.00000245 | --0.0000001 3 
0.00000245 --0.00000008 







п | 0.00000240 
ш | 0.00000258 
у | 0.00000253 














Посліднія дві таблицн показнвають, что опредбхенная 
нами кубическая ожимаємость по способу Векспапії й по упро- 
щенинить формулань Гатб разнится оть кубической осжикце- 
шости, опреділенной по описанннмиь способань и внчисленной 
по строгим формуламь, только на одну единицу седьмаго де- 
сатичнаго знака, а большаго согласія едва-ли шожно и требо- 
вать оть зтихь опнтовь. Для окончательнаго бсужденія соста- 
вий» еще по первниь колоннамь таб. ХІХ и ХХ таблицу сред- 
нихь козффицівнтовь сжимаємости и сопоставии» ихь сь чис- 
лами, полученними по Беєтації вь предположеній Хажи. 
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Тавлаца ХХІ кувической сжимдкиссти СТЕКЛА ПРИ Дозу й Х-Ви. 


| Среднев Цо ВБекпації : 
Ж К при Х-ки. ко при Хавн | З 


ер 


| 
0.00000235 .00000227 ; --0,.00000008 






0.00000223 0.00000236 | --0.00000003 
0.00000250 0.00000245 | --0.00000005 
ГУ | 0.00000242 0.00000245 | -ь0.00000003 





Отсюда мн заключаєнь, что разности Д получаются в» 
воськом» десятичномь знаків. Воспользувися теперь полученними 
числами нослвдней таблиць, чтоби составять два ряда чисель 
абсолютной сжимавмосту ртути в» предположеніяхь Хезу. юХ-ки. 


Тавлица ХХП івсолютной сжимдлкмости рТути, 





ЖЖ! ху, при Хези | У, при Х-ки 


І | 0.000003780 | 9.000003851 
п | 0.000003889 | 0.000003810 
п | 0.000003747 | 0.000003800 


гу | о 000003865 | 0.000003832 
Среднев 0.000003820 | 0.000003824 


Ми виднив, такимь образом», совертоннос согласів обо- 
ихь результатовь, волідотвів чого вс бказаннов вь 8 14 
(стр. 66) я 8 17 (стр. 105) остаєтся вь полной силі, 
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ЗАКЛЮЧЕНІЕ. 


анна 


Все вншеприведенноє можно резюмировать савдующня» 
образом»: , 

1) Истинний ковффицівнть сжимаємости жидкости у, ра- 
вень сумив кооффицієнтовь кажущейся сжимаємости жидкости 
Ха и Бубической ожимаєшости стінокь К, т. е, 


ХотеХа ТВ 


2) Велідствів значительнаго разнообразія абсолютной ве- 
зичинн коеффицівнта 5 его слідуєть опредблять всегда бамо- 
стоятельно, а не принимать на в'бру. 

3) Ивзученів кажущейся сжимаємости у, можно счвтать 
достаточнниь жить тогда, когда данналя жидкость принадів- 
жить кь числу сильно сжимающихся, и когда колебаніями зка- 
ченій козффицівнта Її; по абсолюткой величяніф можно пренсб- 
речь; предфа» етихь колебаній, как» видно изь таблицн УП-Ь 
заключавтся между 0.0000022--0.0000028. 

4) Оравненів отд'івльпнхь результатовь, касающихсоя сжя- 
мвемости жидкостей, возможно лить для козфрфицівнтовь абсо- 
лютной ожимаємости у,, а не для козффицівнтовь кажущейся 
сжимаємости у,. 

5) Метода ашіп'а зквивалентна первой половині методі 
Веспації, такь что посредствомь вя опреділяєтся лишь ковф- 
фицієнть кажущейся сжикаємости у,, Ко она закаючаєть вь 
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себ5 ханння у--0', помощью которнхь легко найти по указан- 
низь формулань (У) коеффицівнть А. 


6) Можно било думать, не опираясь на творію упругости, 
чо по методів Уашіп'а похучатся различине козффянцівнти у, 
вь зависямости оть тохщинн стфнокь півзометровь. По теорій 
шпругости отого не дояжно бить, я опить вполийв оправди- 
ваєть 9тоть ВвБІВоДР. 


Т) Чтоби подучить одинаковнв козффицівнть сжимаємости 
по методів Бестації и Уатіп'а, теорія требуєть прибавить кь 
числу Фашіп'а коеффяцієнть кубической сжимавмости стінокь 
півзометра К. и опнть подтверждаєть ото заключенів, 


8) Бохіфе вигтодно замінить условноє уравненів ВБекпагпії 
6 --д! -ьб"! 


тфиф спобобомь опредіфленія у, козффицівнта, которній указань 
хною на стр. 92. такь какь вибїсто сравненія отдільних» 
олькентовь наблюденій, мн получаємь сравненів коеффицівнтов'ь 
абсолютной сжикавмости. 

9) ПосяВдній способ» опредбленія ковффицівнта у, слВдуєть 
предпочитать способу Веєпації вь твхь случаяхь, когда сжи- 
навность тіла начтожна, потому что вь кекь мн имбемь дбло 
сь сумою перекфщеній 0, а ке сь разностью 6"; онь йибфеть 
особов значенів при разтфисканій зависимости между изифненівм» 
симавмости тіла в» связи сь изиїВненієвь температури. 

10) Всі три способа опреділенія ковеффицієнта у, приво- 
діть кь однимь я тіиь же числамнь; получавння при 9томь 
разностя дояжни бить приписанн сь одной сторонн ошибкаюь 
наблюденій, а сь другой несовершенству форин півзожетров». 

11) Новбйшів опитк Ашакаї и мой приводять кь нейз- 
бфжному заключенію, что вв изученій явленій сжамаємости 
творіа упругости занимаєть первенствующее істо, и что ока 
заєть развясненід на веб вопросн. 

Т. ХП, Зав, Мат Ота. | 15 
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Кажетса непонятинит, какямь образомь нетодів Фашів'а 
удалось просуществовать сь 1369 года в» гачестві строгой 
нетодн, и почему мкогів новіЙшів изсавдоватетя предпочита- 
ють нзученів кажущейся сжнииаємости у, опреділенію козффяи- 
цівнта К и связаннаго сь нишь козффиціента у,. 


12) Пеправивь старие опити по сжимаємости ртути ква 
основаній изложеннихь здісь воззріній, ши получаємь числа 
довольно близкія между собою, поотому ми считаєнь єеправедли- 
виь составить изь нихь среднев аривжетическов, придав»ь кахж- 
дону числу вісь пропорціональний числу півзометров»ь, кото- 
рими располагаль кажднй изсяВдователь. Насколько мні вз- 
в'івстно, крою Ашаєаї, ниїввшаго семь лієзометровь, и меня-- 
четире, у остальнихь било всего по одному, вслідствів чего 
среднев низь вевхь» наблюденій , начиная оть СоПадоп'а я 
Зфагш'я до меня включительно, будеть 


уте0.00000379 при 02. 


Приведеніє кр 09 сдфлано на обнованій найденнаго мною 
термическаго ковффаціента 


Д я 0.00000000877. 


13) Коли теперь ніть сомніній относительно правиль- 
ности зкспериментальной методн. то все-таки нельзя аєчитать 
вопрось о ожимаєности жидкаго тіла вибств сь тВиь й окон- 
чательно рішеннни»ь. Очевидно, что в'ь настоящеєе время на 
очередь ввдвигаєтся изученів зависимости между ожикаємостью 
и давленіємь, нежду сжимавиостью в температурою, на подобіе 
той, которая дана Таїдомь вь форий ур. (23, гл. П, стр. 43), 
а для отого пеобходимо точно опредівлить подобную-же зависи- 
мость для стінокь півзометра, потому-что существующія указа- 
нія (си. 5 17, га. ПІ) не вполийф согавснн между собою. 
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14) Кроні того, давно извівстень факть, что при сжатій 
твла пройсходить єго нагріванів, а при его расширеній -- 
охлаждевів; однако, точинхь изквреній до сихь порь нбть, 
хотя попнтки дфлалясь СоПадоп ей Зіптш'оюмь, Веспації, Вбпі- 
сеп шпд ЗеМовідег'омь и Дгескег'омь. Коли наблюденія Пгес- 
Кег'а и очень интересин, все-таки они только косвенно ріша- 
ють затрагиваємнй вопрос». 

15. Накопець, обширное поле для изученія представляєть 
собою осжимавмость растворовь какь солей, такь и газове; 
язслідованія Вбпієеп ппаі Зсбпеідег'а, ЗСбпшапп'а, ОгесКег'я, 
Ізапобегіа й нікоторихь другихь лиць пока составлають только 
вступленіє вь интереснфйшую главу молекулярной физики, ко- 
торан обВщаєть намь раскрить со временемь тайну жидкаго 
состоянія тіла. | 


СТР. 


16 
16 


23 


62 
63 


63 


Поправки -и дополненія. 


«о ою - 


НАПЕЧАТАНО: | лоажне вить: 
со-0.330 для затуни сіша),352 дак дзатуни 
сез0.235 для стекла "фах).247 для стекла. 


Кром5 упомянутьхь тб8ль Саіїіеієі изслідоваль: 
петродвуюь, сврийстую кислоту. 
Мегсадівг нащель для стекла ........... .. стжд.250 
» » для стали ............. се 0.330 
с-с0.310 


Хассагі в ВеПабі нашля для каучука...... 
со 0,410 
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16 
16 


23 


62 
63 


63 
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ВВЕДЕНІК. 


Вь своємь извістном» мемуар «ТЬбогів попувіїв де Іа 
гобабіоп дев согр8» Роїп80і указаль на ту связь, какая имбеть 
мьсто между елементами приведенія системь импульсив- 
нькь силь кь центру инерцій и соотвбтствующимь дви- 
женівмь и на то геометрическое собтвітствіе, какое су- 
ществуєть между осью парь ий винтовой осью движенія 
по отношенію кь вллипсойду инерцій. Ота геометрическая 
творія импульсивньхь силь привела его кь синтетическому 
разбору движенія твердаго тіла, подвергнутаго вначалі 
двійствію импульсивньх»ь силь и предоставленнаго затімь 
самому себ'в. Вскорів посаб етого появились еще мемуарьі 
того-же автора 1), гдв детально разбираются нбікоторье 
частнье случан дВйствія одной импульсивной силн, именно, 
когда сила направлена по прямой, лежащей вь одной изь 
главньх»ь плоскостей инерціи, и когда она перпендикулярна 
кь посявдней. В»ь обойхь случаяхь результирующеєе дви- 
женіє есть простоє вращенів и Роіпзої не только даєть 
построенія, опредвляющія подоженів оси вращенія вт» за- 
висимости оть сил, но рішаєть также рядь других» 
вопросов»ь, тівсно сь етимь связанньхь, Сюда напр, отно- 
сятся вопрось 0 положеній центра наийбольшаго  удара, 


и 





ї) Роіпвої. Фаввіїопв дупашідиєв. Заг Ів регеаявіоп дев согре. 1.і0ц- 
те, Зопгдаі. де 8бгіе, Т. ІП, ТУ. 
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той точки главной плоскости инерцій, которой тіло уда- 
ряєть сь найбольшей силой неподвижную точку, стоящую 
на пути его движенія, опредвленіє происходящаго затімь 
движенія и т. п. Тоть несомийвнньй интересь, которьй 
представляють зти вопрось для механики, а также про- 
стота и изящество ихь рішенія побудили другихь геоме- 
тровь обобщить изсавдованія Роіпзої на случай дбійствія 
системьт импульсивньх»ь силь, подчиненной одному условію, 
чтобь вьвізьіваемое движеніє бьло простьм»ь вращеніем». 
Точки, вь которьх»ь ось вращенія и центральная ось сить 
пересвкаются ихь кратчайшимь разстояніем, назьіваются 
центромь вращенія и центром» удара. При изученіий рас- 
предівленія осей сил», ввізьвающих вращеніе, и осей вра- 
щенія зти точки играють роль вь томь єсмькіслб, что до 
ніькоторой степени опредбляють положенівє тіхь соотвіт- 
ствующих»ь осей силь и вращенія, которвбія черезь них» 
проходять. Но кром'в того центрь вращенія, вь схучав 
когда діьйствуеть одна импульсивная сила, имбеть еще и 
то механическое значенів, что вь нем'ь одном'ь достаточно 
укрвпить ось вращенія, назьваємую в» зтомь случаб 
перманентной, чтобь она и вь дальнвйшемь служила 
осью вращенія. Сревіїпі, которьій векорів за Роїп8оф сталь 
заниматься тівмь соотвітетвіем», какое существуеть между 
импульсивной силой и перманентною осью, обрати» глав- 
ное свое вниманієе на распреділенівє вь тб8лі отихь то- 
чекь 1). Далье, Р. Тигагга 2) дблаєть обобщеніє, введя 
вмісто одной импульсивной силь -- систему. Вь євоемь 
сочиненій о движеній твердаго тіла, онь указьваєть 
многія свойства центровь удара и центровь вращеній для 


1) Сь работами Сбеїїпі мь, по независящимь оть нась обстоятель: 
ствань, успбли ознакомиться только по нвложенію шхь другими авторвий, 
какь напр. Веівгаті, 

3) ), Тата, ЇШ шобо дві вувівші гісіді. Радоуа, 1868. 
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осей параллєльньихь и даєть уравненів той конической 
поверхности 3-го порядка осей вращенія, для воторьіхь дан- 
ная точка служить центромь. Опредівливь сь другой сто- 
ровь: конусь 2-го порядка осей перманентньхь, проходя- 
щихь черезь данную точку, онь вь пересіченій двухь 
отихь конусовь находить ті перманентньшя оси, для кото- 
рьхь ота точка служить перманентньм'ь центром». 


Оказьваєтся, что существують всегда три перма- 
нентнья оси, для которьх»ь данная точка есть перманент- 
ньй дцентрь, й что он взаймно перпендикулярнм. Что 
касаєтся до метода изсавдованія, то сущность его состойть 
вь сзбдующемь. Одна изь осей координать принимаєтся 
парвллельной оси вращенія, такь что подоженів послідней 
опредвляєтся двумя параметрами. Система силь приводится 
кь равнодвйствующей, проходящей черезь произвольную 
точку, такь что моменть парь являются Функціями трехь 
параметровь. Всего-же пять параметровь, которьми при 
случав можно располагать по произвоху. Такой методь 
удобень до твхь порь, пока не приходится м'інять на- 
правхенія оси вращенія. Вь противном»ь-же случаб, по 
справедливому замічанію Веїігаті, вносить в» Формуль 
несимметричность, чіви»ь затрудняєтся какь изсабдованіе, 
такь и пониманіе результатовь. В» виду зтого Неїгаші 
предложиль йной пріемь, гав оси силь и вращенія не 
иміють вакого-либо особеннаго отношенія кь координатной 
систем, за которую взять главньшя оси инерцій, а коор- 
динать: какой-либо точки на перманентной оси даются вь 
функцій двухь параметров», и также точно представляются 
координать  какой-либо точки оси вращенія. Польвзуясь 
зтимь, Ввійтаті легко доказьваєть 1) основнья теоремьі 
теорій, заквяаючающіяся в» том», что перманентння оси, 





7) Е. Веіігаші. Зав івогіа фесії авві ді гоівхіопе. Соївеіївпев ір 
шешогіаї СЬеіїпі, 1881, 
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для которьх»ь данная точка схужить пермаментньм» цен- 
тром», направлень по нормалямь кь соФокусньм'ь Взлнп- 
сойдам»ь, проходящим»ь черезь зту точку, и что каждая 
точка пространства есть центрь удара для двухь линій 
удара, направленньхь по нормалямь кь соФокусньм» ко- 
нусамь 2-го порядка. Дахфе Ввіїтаті прилагаєть свок 
формул кь розьсканію м'вста центровь вращеній для осей 
паражлельньхь й кь другимь подобньм'ь вопросам». Нух- 
но однако признать, что блавгодаря тому, что оси коор- 
динать принимаются всегда одни и ті-же, именно главння 
оси инерцій, уравненія поверхностей представляются в» 
сорм'ь очень сдожной, чімь, конечно, затрудняєтся их» 
изсаЗдованіе. 

Изь всего вншеизложеннаго видно, что вниманів из- 
саВвдователей бьло обращено главньм"ь образом на, гео- 
метрическія м'вста центровь вращеній и удара, а не ва 
распредваєніє самих» осей. Причину 9того, какь кажется. 
сівдуєть искать отчасти вь механическом» значеній цен: 
тровь перманентних», оть которвіхь обобщеніемь перешайн 
кь центрамь вращенія и удара, отчасти-же в» том, что 
центральнья оси силь и оси вращеній не представляють 
какой-либо геометрической формк, так» как» любая прямая 
пространства можеть бьті принята за ось вращенія, й 
всегда можно будеть подьскать такую центральную ось, 
а кь ней силу и пару, чтобь она вьзвала требуемое дви- 
женіе, точно также и наобороть, любая прямая простран- 
ства можеть бьть принята за ось сил; тогда легко подобрать 
так» силу и пару, чтобьі вь результатів получихось вращеніє. 
Нужно било сділать какое-либо доподнительное условіє. 
Одно изь возможньх»ь условій бьшо сдвлано Н. Б. Дехоне, 
которьй разсматриваль 1) импульсивнья силь, соотвіт- 


1) Н. Б. Делоне. Кь вопросу обь ударі твердьхь тіль. Дві стетьк 
вь Матем. Сбор. Т. ХІТ и ХІЦ. Москва. 
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ствующія данной приведенной массв 1), и оси ввізьіваєм іх 
нив винтовьх» движеній. Ототь интереєньй вопрось, за- 
служивающій обетоятельнаго изсяВвдованія, не даєть од- 
нако  проствйшаго усаловія, которое дояжно лежать в 
основаній теорій импульсивньхь силь, между прочимь и 
потому, что какь зто не трудно доказать, даєть только 
для ударовь комплексьшю 2-го порядка, для осей же винто- 
вих» движеній комплексь порядка 6-го. Вь зтомь отно- 
шеній гораздо удобніве классификація по параметрам. 
Извістно, что Ва 2) характеризуеть каждую систему 
импульсивинхь силь центральною осью сь ванесенньмь 
ва ней отрвзкомь равньм'ь параметру системь сил», т. е. 
такь назківаємьшм' импульсивньмь винтомь; точно также 
каждое перемвщеніе характеризуется осью винтоваго дви- 
женія сь нанесенньмь на ней параметромь, т. е. такь 
назівавмвімь мгновенньм' винтом» 9). Будем'ь обозначать 
для краткости импульсивньй винть параметра р, визьіва- 


ющій винть мгновенньй параметра т через» ( С ), в со- 


отвьтствующій винть мгновенньй черезь (Г,). Если по- 
щоженіє (С) импузьсивнаго винта дано, то тівмь самвімь 
опредвляєтся однозначно тоть параметрь р, которвій доал- 
жень ему бить приписань, чтобь  получилось движеніе 


(Г. ) сь опредівленньмь параметром т. ЕКсдли-же, наобо- 
роть, даєтся параметрь р винта (С), то его положеніе 
опредвляєтся лишь до н'івкоторой степени, такь что су- 


| Н.Е. Жуковекій назьваєть приведенньми маєсами массь тЬьхь 
двухь єФерь, которьія ударяются сь такою-же живою силою, какь и дви 
данвьіхь твле. Ом, М. Зоакоувку. Заг Іс регсивзіоп йев согрз. Ріоауііів, 
Уопгпві, Зпас 86гів. Т. ГУ. 1878. 

1) К. 3. Ва!1. ТЬе ТіЬвогу об Зсгехув. Рибіїп, 1876. 

") Пвраметромь пип. винта наз. отношенів момента парі кь сив и 
онь равень нулю вь случав двійствія одней силь. ШПараметрь винта мгнов. 
есть отвошенів поступатезьной слагающей винтоваго движенія к» вращатель- 
ної; онь равень нулю вь случав простаго вращенія. 





що ца - 
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ществуєть нвкоторая геометрическая форма прямьхь, ко- 


торня могуть бить принять за оси винтовь ( С; ). Коли 
дана ось (Г) винтоваго движенія, то тібмь самьм'ь опре- 
дванется вя параметрь т, если жехаємь, чтобьм  собтвіт- 
ствующій импульсивньй винть им'іа» параметрь р. Если- 
же, наобороть, дается только параметрь т, то распреді- 


хевів осей ( Г.) подчинено извістному закону. Таким» 
образомь существують дві геометрическія форм прямить 


(ГУ) и (С) такого свойства, что каждой прямой первой 
соотвівтствуеть одна прямая во второй и наобороть, Обь 
зти формі суть линейння комплексь 2-го порядка. Зтоть 
самьій общій схучай допускаєть частнья, когда-хибо р--, 
т. е. система силь приводится кв» одной сих5, либо г-- 0, 
т, е. движеніе есть простое вращеніе, хибо когда и то я 
другое имбеть місто. Всего-же 4 случая: 1) ( С) и(Г/), 
2) (С7) и (їх), 3) (С) ян (Г2), и 4) (С?) м (Г.), 
дающихь 8 линейньхь компжексовь 2-го порядка. На по- 
сявднівє два комижекса обратимь впервне вниманіе Є. Раг- 
роцх 1), на остальнье-же Р. Радеїеніі вь своем мемуарв?), 
написанномь по поводу статьи 1). Мазопі 3), разесматривав- 
шаго такія ямпульсивньяи сихь, которвя оказьвають одно 
и то-же дійствів на одну и ту-же точку нівкотораго твер- 
даго твав. Р. РадеПебії пшоказаль, что основная теорема 
мемуара 0. Мазопі, заключающаяся вт томь, что линін 
дьИствія исвомьхь силь представляють длинейную кон- 


1)С. Дагроийх. Кіаде рбошбігідне ваг Їса регспзвіопе ев Ів єїоє йез 
согрв. Во. фев всієпсев шаїнбі. Т. ГУ. 1880. 


з) р. Редеіївібі. Зиі візбеші ді Гог2е ішірцівіув. Вепдіпсопіо фаії! асв: 
дешів ді Жароїї. Ап. ХХІТІ 1884, Гаве. 9. Обь втомь менуврв ми  узнази 
уже тогда, когда первая глава зтой статьи бьіла отпечатана, а потому при 
ормулировкі теорем'ь на стр. 6-Й и 7-Й не сдБлано надхеж" цей ссьіки. 


3) 0, Магопі. Зав бог2в ішараївіує сіре Баппо Їв шейевіша азіопе 
ворга шпо вієвво рапіо 4і ша вівієта гіріда. ГЬід. Їввс. 7.. 
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груенцію, а также и другія боа'ве общія свойства, непо- 
средственно вьтекають изь того обстоятельства, что ко- 
ординать (слагающія и моментьг) системьї импульсивньшть 
силь суть линейнья функцій оть координать (слагающих»ь 
и моментовь) движенія. Отсюда слвбдуеть, что всякому 
однородному уравненію л-ой степени между одними коор- 
динатами соотвітствуєть уравненів такой-же степени между 
хругими. При постоявномь-же параметрі однородному урав- 
ненію п-ой степени между подобньми координатами соотв'вт- 
ствуеть такое-же уравневіє между координатами оси со- 
отвбтствующаго винта, которая саявдовательно принадле- 
жить кь комплексу п-аго порядка, Вопрось, поставленньй 
0. Мазвопі, приводить кв» двум'ь однородньшм'ь длинейнинмь 
уравненіям'ь между координатами движенія, а такь как» 
параметрь импульсивньх'ь винтовь у него равень нулю, то 
отсюда и вьтекаєть, что посяіВдніє суть общіє лучи двухь 
щйнейньхь комплексов», т. е. составляють конгруенцію. 
Оти общія соображенія приводять Р). РадевПенйї кь заклю- 


ченію, что раземотрівниме вьшше комплексь (С) в (Г7) 
дозжнь бьть втораго порядка, ибо связь между параме: 
тромь и слагающими и моментами  представляєтся одно- 
родною функцієй 2-0й степени посх'вдних». 

Основателем теорій линейньх' комплексов» єчитаєтся 
Рійскег, которьшй и изсавдоваль общее уравненіе комплекса. 
2-го порядка 1). Но такь какь посавднее содержить 19 
независимьх»ь параметровь, то отсюда являются 58 раз- 
1ичньх»ь типовь, смотря по тому проствйшему виду. кь 
которому можеть бьть приведено его уравненів при ли- 
нейньхжь преобразованіях»ь. Сь каждой простьйшей анали- 
тической формой связань геометрическія особенности, за- 
кіючающіяся, напр., вь различньхь видахь так» назьшває- 





1) 2. Рійскег. Хепе Цеошеігів Фев Капшев. Івіргіє, 1868. 
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мькь поверхностей особенностей комплекса, обладающахь 
ти» свойством»ь, что для ихь точекь конусью 2-го порядка 
лучей комплекса обращаются вь двб5 плоскости, а кривня 
2-го порядка, обертьваємья лучами, лежащими в одной 
плоскости, для касательньхь паоскостей кь поверхности 
преобразуются вь дві точки. 

Каассификація комплексовь втораго порядка, создана 
работами УУвівгвігавв а, Ківіп'я и УУвіївга 1). Мазвістно, 
что между координатами р,,....Ре прямой, вираженньгь 
вь функцій координать двухь точекь, на ней лежащих», 
существуеть тождественное соотношеніе 


Р(р,) ЛА Ла ЛО ЛЬ ЛУ Ль 0. (а) 
Ківіп доказаль, что при линейном» преобразованій какої- 
либо однородной функція втихь количествь, напр., їввой 
части уравненія комплекса 2-го порядка: 


(р) 2-0, 
можно совершенно отваєчься оть той связи, какая суще- 
ствуєть между координатами р, и координатами точекь 
прямой, а разсматривать ), какь новня перем'бннья и пря 
преобразованій полагать : 


9, ше Хар; з 


- 


но при одномь усховій, чтобьі вь новьх»ь перем'внинх» 
зункція Р имбла прежній видь, й мі имбли-бь вм'істо 
уравненія (а) такое: 


, 
1) С. МУвівгзігавз, Даг ТБеогіє дег спайгабівсьоп апд Бійпевгев Еог- 


пеп; Мопабзрегісрів 4. Вегі. Асад. Маї 1888. 
Е. Ківіо, Овбег Фе Тгапв(огаїіоп йег вПдешеіпев (Неісваюд йез 


чусіївп (г. омівсьео Бівзівп-Соогд. виі еіпе сапоо. Кого. Воап, 1868. та | 


статья вновь напечатана вь ХХІІЇ томів Майпеш. Ап. 1884. 


А. УУвіїег. Пебег діє уегвсбієйепедп Сайфкпореп фег Сошарієхе дугеіїсй | 


Стайеи. Мейбет, Ап, ВА. УП, 1874. 
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Извьстно-же, что УУвівг8ітав8 указать способь одновремен- 
наго приведенія двухь квадратичньх Форм», какими у нась 
будуть ормьї О и Г,кь каноническому виду. При такомь 
преобразованій гункція Р приведется или кь сумм' однихь 
только квадратовь щести функцій, линейньхь относительно 
прежнихь перем'внньх», или четное число квадратовь мо» 
жеть отсутствовать, и вь таком'ь случаї вмісто каждьхь 
двух» квадратов'ь войдет»ь одно удвоенноє произведенів, какь 
напр. ето можно видітьна сад. стр. сункція-же О состав- 
ляется низь тіхоь-же функцій, что и Р. также можеть иногда 
состоять изь однихь квадратовь, но уже умноженньхь на 
постоннивія, вообще-же ея видь сложніе, чьмь видь Функ- 
цій Р. Такь какь оть полученнаго таким» образом вида. 
сункцій Р легко перейти кь тому. которьій требуется по 
Ківіп у, то естественно бьло влассифицировать комплексь 
по тбмь Формам»ь, кь которьмь могуть бить приведень 
ихь уравненія преобразованіями УУвівгтзігазв'а. Та-же или 
хругая сорма, кь которой такимь путем» проводится 0, 
зависить оть слвдующаго. Уравнявь нулю дискриминанть 
пучка формь О0-ЬХР, получимь уравненів б-ой степени 
относительно Х. Обозначимь черезь Ж, один»ь изь его кор- 
ней, напр. у-ой кратности, и предподожим»ь, что веб 
минорь 1-го порядка имбють тот»ь-же корень, но кратности у, 
вев минорь 2-го порядка иміють его вь у"-ой кратности 
нт. я. Тогда (2--Х,)77» (УА)... назьіваются вле- 
ментарньіми ділителями кратностей (у--»'), м»'--м""),..... 


Озементарнье двантели характернь для даннаго ком- 
плекса: они не міВняются при линейномь преобразованій 
его уравненія, и оть них» зависить та каноническая форма, 
вь которой можеть бьіть оно приведено: по ним» позтому 
и производится классификація комплексовь 2-го порядка. 
Допустимь, напр. что уравненію даннаго комплекса со- 
отвьтствують за. дваители: (1--3,), (2-3), (2--Хо)» что 


Х И. ЗАНЧЕВСКІЙ. 


кратко обозначають такь: (і 2 3). Тотда преобразованіє 
даєть: 


рез хі-рах,х, ХХ, Хм-0, 
она Зх, мах, аХ ХХІ, 


при зтомь посайднее | уравненіє можно еще упростить, 
соединяя его сь первимь. Если напр. реє, то вт сии- 
волическомь обозначеній (1 2 3) циерь 1 и 2 закаюча- 
ють вь скобки: ((1 2)3), и подобньшмь-же образомь посту: 
пають и в» схучав равенства других» корней. Комплексь 
(23), ((12)3), (4 2 3)),...... суть различнье 
вид ОдДнОЙ и той-же канонической форми. Комалексь са- 
мой общей есормь будеть тоть, воторьій симвохическя 
обозначаєтся (111111). При отомь Функція Р предстев- 
хяєтся вь видів суммь шести квадратовь, а Функція 0: 


Р ці 20. і УРН ці УРАНУ м РО м М.Є 


Кь такому виду приводятся комплєксь импульсяв- 
ньхь винтовь параметра р и соотвібтствующихь винтов» 
перем'вщенія параметра т. Вь частивіхь-же схучаяхь, коглв 
хибо ро-д, хибо же-0, получаєтся форма (2 2 2),а 
когда и то и другоє иміеть місто, то полхучаємь форму 
((11)11)01)), т. е. тетраздральньй комплекс». 

Поверхностями особенностей будуть: в» общих» слу- 
чаяхь--поверхность 4-го пор. Кишіпега, для комплексовь 
(Со) и (ГЄ)--поверхпость бівіпег'є, также 4-го пор., дія 
комплексовь ( С") и (Г,)-- поверхность 3-го пор., нако- 
нець для остальньхь двухь (С) и (Го) поверхностью 
особенностей схужать главнья плоскости инерцій и шлос- 
кость безконечно удаленная. 

Такь какь изь посаВднихь двух»ь комплексовь один? 
построень такь точно относительно зжжипсомда инердів, 
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какь другой относительно зллипсойда юбратнаго, то для 
вмйсненія распреділенія осей вращенія в» зависимости 
оть распреділенія импульсивньхь винтовь даннаго пара- 
метра, им соотввтствующихь, нужно изсайбдовать кром'Б 
тетравдральнаго еще компалексь (Г?) и (С2). 

Вь втом»ь вьшуск'ів мьі ограничиваємся изсльдованіемь 
комплексовь тетраздральнаго перманентньхкь осей и ком- 
пиекса осей вращенія (Г?), вмизмваємьхь импульсивньми 
винтами даннаго параметра. 


Вь га. Ї даются общія уравненія комплексовь (С ) 


и (ГО), изсявдуєтся, юь какимь типамь они принадле- 
жать, й даются уравненія, связующія координать им- 
пульсивнаго и мгновеннаго винтовь. Для облегченія даль- 
ньйшаго изсавдованія, вь 98той главв веб уравненія пре- 
образуются оть осей инерцій кь новім осям», гді ось 
0: направлена какь нибудь, а оси Од и Оу лежать на 
на осяхь ебченія еллипсойда инерцій паоскостью перпен- 
дикулярной кь 02. 

Какь бьло уже зам'ічено, РійсКег изслвдоваль общее 
уравненіє комплекса 2-го пор. но очевидно, что имь не 
могло бьть обращено вниманія на всі частньне случам, изь 
конхь нівкоторье бьли разобрань другими геометрами. Так» 
тетравдральньй  комплексь (Г:) подвергался многократ- 
ному изсалівдованію, и можно указать учебникь Веує, гді 
различнья его свойства вьведеньш  синтетическим» путем». 


Не смотря на зто вь гл. П зтого вьпуска помівщаєтся 
насавдованіє отого комплекса, отчасти вь виду того что 
различнья  поверхности и кривья комплекса, как». онб 
описьваются у Веуе, кажутся нам'ь не вподніф опредблен- 
ньмн, отчасти-же вь виду того, что в»ь теорій осей вра: 
щенія разбираются такіє вопрось, какіе не могуть найти 
себб місто вь беотеїгів дег Гаєо. Какь и там», вь га. 
П разобрань савдующіє случан: распредівленів осей па- 
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раллезльньхь, лежащихь вь одной діаметральной апхоскостя, 
проходящихь черезь данную точку, и лежащих в'ь какої- 
либо палоскости, но кром'в того изсабдуются каждьй раз» 
ть геометрическія форми линій удара в» комплексі (С), 
которья соотвьтствують перманентимм»ь осям вт первої 
формі. Йзсавдованіє ведется путемь, по преймуществу, 
синтетическимь, хота затім»ь даются уравненія ветрічав- 
шихся поверхностей и кривьіх»ь. 

Комплексь (ГР), не подвергавшійся, сколько мні и2- 
в'івстно, отд'іьльному  изсл'івдованію, изса'вдуется таким»-же 
порядкомь вь га. ПІ аналитически, методомь РІйсКег, 
при отомь каждой его геометрической форм'в подькиваєтся 
ей соотввтствующая вь комплексі (С)). 

Что касаєтся центровь вращеній и ударовт», то нак» 
казалось необходимвімь изложить методь Ввійгаті по край: 
ней мірі для случая центровь перманентньх»ь, хотя мі 
имь пользуемся только для вьівода общихь теорем», в» 
бодве-же частньхь случаях», когда результать можно бна0 
получить проще, онь получался изь тівхь уравненій, БВ- 
вія при зтомь бьши. 


Одесса, 25-го Марта 1891 г. 


Гержетричеснія боро ве теорій осей вращені. 


И. Занчевскаю. 


Так во дв 


РОев Шеийх рбопібігідаєв дйапв Іа «Пбогіє йвв вхев фе гобіайіоп. 


рат І, Дапісдемабу. 





ГЛАВА І. 


Комплексь ИМПУЛЬСИВНЬХ»Ь Й МГНОВенніїхь винтов. 





8 1. Ми ножемь двояко опредфлить какую-хибо прямую: 
нли координатами двухь вя точекв, или коордиватами двухь 
плоскостей, пересіченів которихь она представляєть. Прямую, 
опредвленную первня» способом», назквають хучемь, при вто- 
рошь-же опреділеній---осью 1), 

Обозначимь чегезь (ху, 2,) п (хуг) координати двух 
точекь М, в М прямой; за координати я кожно при- 
нять прозкція и моменти  отрвзка М,М по отношенію кь 
трек взаямно перпендикуляриниь осям координат», т. 6. вн- 
раженія : 


Хто, Уран 094 нн (1) 
ісезущ2--єУ, тоше2Ф--22, Потоду- У,...--- (2) 
причемь посліднія три могуть бить представлень в» виді: 


і се у 2, о тота Пе У о. (3) 





1) Обь изложенномь вь зтомь 6 см, бохбве подробно у Рійскег'я «Меце 
Сеошеігіє дев Вацтев». Ііргід. 1868. р. 1--17., а также вт моєй «Теорін 
винтовь». Одсеса, 1889 г. стр. 1--6. 

Т, ХІУ, Запис. Мат. Ота. 
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Уравненія прямой представляются однородннин функціями 
. 9тихь количествь м за нихь могуть бнть принять любня два 
изь сльдующих»: 


уготе гу, Ні»; 
22 ато то 3 (9 
хуразудо-Ето, 

такь что отношенія пати йзь нихь кь шестой опредблають 


праную; кромб того между нини существуеть тождественно 
сооткошенів : 

і жо Р то» ф Поботч 0, (5) 
такь что независиинхь перемвнинхь, согласно числу паране- 
тровь вв уравненіяхь прамой, четире. В силу отихь сообра- 
женій ин вправі положить: 


рудні, (5) 
т. 6. что дина отрізка М.М равна единиці. 


Обозначикь черезь (шт) й (це) координати двух» 
плоскостей, проходящихь черезь нашу прямую 1), й составик» 
нзь нихь внраженія, аналогичння предидущим»: 


іозеі-тій; КР злі СИ і (1) 
Фотещі--ти, фс біо, Пре, (8) 
такь что будем» иміть, какь прежде: 


Роче У "о; Чо ФіЇотт Йо Готи і Чо-- щі, (9) 
р 4 добо - Тобозе 0. 
дти внраженія могуть бить также приняти за коордикатн 
прямой, причемт независикнхь перем'внинхь опять четкре. 


1) Подь координатами плоскости подразумівваютт козееиціснть і, ми" 
вь ся уравненій, представленномь вт виді: 


іж-ршу-рог-Ь1--0. 
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Между оббима системайи координать существуєть простая 
СВЯЗЬ: 
о 1 Ус 1 20 16! То ПоНУ ро 1 Фо 1 То Йо 1 Мо 1 Фо (10) 


откуда саВдуєть, что в» каждомь уравненій, однородномь отко- 
з сительно первой системн координать., можно сділать заміну 


Фо Ус бо о По По 
на 

Роз Чоз То» Їо бо» Фо 
я обратно. 

Если виїсто принатой системні координатинхь осей Охуг 
возьмем-ь другую также прямоугольную, Ол'у'є!, но сь тбиз- 
же началом», то преобразованів координать (хо, У -- .) ВР 
новня (хо, оз) бСсовершаєтся такь-же, какь если-бн 
(Форєо) во (Їїт,по) представляли координати  точекь. 9то-же 
относится кв группа (р, Фо То) Я (о Мо, бо). 

Всякому однородному уравненію п-ой степени относительно 
координать прямой воотвітствуєть обсобов распреділенів пря- 
инхь вь пространствв. представляющеє такь назнваєвмній ли- 
нейньий комплексь т-аго порядка. 


8 2. Каждая система импульсивнихь сил», дійствующая 
ла твердов тіло, характеризуєтся либо слагающими и момек- 
тами относительно осей Одуг: 


5141 мМ,., 


лабо положеніви» центральной оби (СУ, величиной равнодВИ- 
свующей ДБ и моментом» ( соствітетвующей парн. Отнотенів : 


Є: Везр (11) 


назнвають  параметромь, пряную-же (С) сь накесеннниг на 
ней отрізкомь равнниь р -- шмпульсивньмо винтома!), и нн 
ножень сказать, что система нмпульсявнихь силь характери- 





) Понятіє о винтф бьло введено вь механику ВК, Вай'ємь. См. его 
«Тре ТПеогіє ої бегем8». Дшііо. 1876. 8 1. 
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зуєтся нилульсивнимь винтомь и равнодбйствующей АВ. В» 
дальньйшень мн будень полагать: 


ЕБ--і. (12) 
Обозкачивь черезь (даУс- - - - ) кООрдинатн прямой (С), 
будень нибвть 1) 
То ше, Урта Т, Яьт- 4, (13) 
і те І--рХ, то Мо-рї, поня М--р/, 
ре-1Х- МТІ- УМ, (14) 
ХР Д'ваРУРеее 1. (15) 


Разсиатривавмой системб нипульсивнихь силь сооствіт- 
ствуєеть безконечно-жалов винтовоє движенів вокругь мгновенной 
оси (Г). Назовешь черезь а и ат вращательную и поступа- 
тельную слагающія 9того движенія, а впраженів: 


рі (16) 


параметром». Тогда безконечно-жалов движенів будеть харак- 
теризоваться прямой (Г) сь накнесепиниь на ней отрізкожь 7, 
т. е. такр назнвавжни» міновенньма винтомь й Количество» 
вращенія «з. Разлагая же перембщеків па три вращенія во- 
кругь осей Охуг и параллельння з8тимь осям постулательння 
движенія, и: можем, предполагая оси координать направлон- 
нний ло главиниз осячь икерцій. представить зти слагающія 
вь видбі: 


до. З, Фо Н, Ф»ь /, до. Л, д.М, а, (15 
гав: 
З3-ННЗР/ 21. (15) 


Обозначивь черезь а?, ф?, с? главнне -радіуєн инерція, 
а чорезь Й, массу тіла, ни вкразимь связь между систежой 


- Р ні Р 


1) См. «Теорію винтовт». стр. 29. 
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нипульсивньхь силь и ей соотвітствующим» движонвіємь сл5в- 
дующияя уравненіами: 


І, М М 
Чала" Най Л ее У а 
19) 
Хе. Х, Мо У, Хо, 
«ау 
га і: О- М, РА (20) 


Полхоженів оси (Г) винтоваго движенія опреділится урав- 
непіями аналогичниьихи ур. (13) и (14), только вибїсто Ж, Ї.,..... 
войдуть 2, Н,..... . Обозначивь черезь (2, тор) КООрдИНатн 
прамой (Г) я замвнивь З, Н,.... язь ур. (19), получимь, от- 
бросивь общій множитель (): | 


. 1 М М 
чи) па Поля ро оо рук 
21 
І, , М , М ( ) 
Ххоле Ж т а Мосо 1 о фра 9 мн 
ІХЕМУЗМХ 
й йо а 
721 а Ма (22) 


аї ія сі 


6 3. Еоли изь ур. (21) опредвлимь Ж, У,...., разсма- 
траваа то кають даннос, и ветавим» их значенія в ур. (14), 
то получий»: 


реч а, Ж к2р Р? Кир Ре? за тб) , (2 3) 
Но такь как» вслідствів ур. (15): 


(ото) Но РАТо) НУ, тво) ее 1, (24) 
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то, пережноживь ур. (23) и (24), получаємг: 


(в'-- рю)тіо К(Ф"- - рда (е"--рсутбо - р РроЧимо) 
Фа" в'шуть "РО мате 0. (25) 


Опредбленння изь ур. (21) значенія Х, У,.... внесень 
также вь ур. (13); тогда связь между координатами праннхь 
(С) я (Г) и параметражи виразится уравнепіями: 


Т. -- Хо Го У ог ро РТ Фо о УР 
і сеа'єу рот), то ел Фото), 5 (26) 
поте С Соч РУ Р тббо)- 


Ур. (23) опреділяєть параметрь, а ур. (26)--положенів 
винта (С), если извівстим параметрь и положенів винта (Г). 

Бсля предположим»ь параметри р и хо постоянннхй, То 
координати винта (Г) свазани однороднния ур. (25) второй 
степеня и представляють слідовательно длинейннй кохплексь 
втораго порядка: 

Оси винтово тережтщенія даннаїю параметра, сост- 
сьтствующія шмипульсисньмо винтама шною даннащ тара- 
метра, представляюто линейньй комплексь вторало порядка. 


Коли-же обратно опредфлимь Х, У,.... нзь ур. (13) я 
вставимь полученння значенія вь (22), то будезь нибть: 


(ікра, СХ З (т, ру.) Я ЧЕ (п Р ра,) З 





То сх 


(27 


ру.) 


І 2 
(кра) | (т, Кру,) три 


(п, "Ррег) 
ад сі 
Ото уравненів даєть нажь параметрь винта переж'зщеній, 
если извістин положеніє и параметрь импульсивнаго винте, 
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Вставивь тв-же значенія вт ур. (21), получимь для 
координать соотв'івтствующаго винта (Г): 





. іа, т, РК гу. . 2 пра, 
о Я аз Тобя бр 7 чо У с 
28 
і ера, т, Кру, пера. 09) 
от, тир? обаньій / р 7 ці 8 


дти уравненія ик могли-би получить, рішая относительно 
В» (оз -- Ур. (26). 

Ур. (27) при данннхь р и т давть такую творему: 

Импульсивниє винть даннаїю параметра, вмзбіваюцує 
винть  перемтщенія цною даннамю параметра, представ- 
ляють линейньй комплексь вторазо торядка. 

Такииь образомь мн имбфенмь два линейнихь комплекса, 
винтовь нмпульсявннхь и мгновеннихь, находящихся между 
собою вв» такомь отнопенік, что каждой шпрямой одпого из» 
нихь соотвВтетвуєть одна опредфленная пряма другого. 

Ур. (27) можно представить в» виді: 


(а -ри) а 24 (б-р) у УНК (рі) Брі 


-Кен 


РР 
В Я Побо «х 0. (29) 


дО іїе ь2--» щ 
-УНЕ іл Ро р Р ту Р 





Обратимь вниманів на то, что какь между системой ко- 
ординать (2, У -- -), ТАБ и между системой (2,75...) 
дояжно существовать состношенів вида (5). дти собтношенія и 
нибють істо: для первой системн в» силу ур. (25), для 
второй--взь силу ур. (29). 

При частинхь значеніяхь параметровь р й то уравненія 
конплексовь (25) я (29) упрощаются. Такь, воли система нми- 
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пульсивинхь силь приводится кь одной силв, то р ость вуль, 
я ур. (25) н (29) принимають видь: 


т (вс В б'т 2-Ь с) "я а А, "и фр По "б с У ота , (5) 








Г т; п; і Ж. т, У "об о . 
«(зенуннт) о 0. (29) 


7" ВБсоли мн желаємь, чтобн система нипульспвинхь сяль 
параметра р внзвала одно вращенів вокругь оби, то должно 


подожить т равиниь нулю, я мн будень вмбть: 


р (5-7) а фр С мне 0, (25) 











р (чнбачнв з пе зов а о 0 (щу 


Наконець, всли одна ижпульсивная била визвваєть вра- 
щенів вокруть оси, то оба параметра р и т суть куля, я яв 
получаємь уравненія: 


а"кобо Р б ото ". С Уобо ч 0, 0 Оз) 


т со 


зви 








бе Ю (289 

Занфтимь, что в» общемі случав, когда параметри от- 
лични ть нулей, всякая пряман кокплокса (25) вбть ось 
винта  перем'вщенія, й всякая праная комплекса (29) есть 
ось винта  ямпульсивнаго. Во веобхь-же частинхь случаяхе, 
пряння, проходящія черезь центрь инерцій, доджни подлежать 
отдільному изсавдованію. 

Такь, вь случав когда р равно кулю, нмпульсявная 
сила, проходящая черезь центрь инерцій, визвваєть постутпв- 
тельнов движенів, слідовательно а(-- 0, и слагающія перемі- 
щенія не могуть бить представленн вь виді (17), шбо так» 


9 | ГЕОМЕТРИЧЕСКІЯ МЬСТА ВЬ ТЕОРІЙ ОСЕЙ ВРАЩЕЦІЯ. 9 


принято, Что «І отличао оть нуля. Вь 9томь бяучаб т не 
ножеть ямфть зюбаго значенія, а всегда безконечно велико (16); 
винть (Г) представляя направленів ноступательнаго движенія, 
параллелень силі. 

Пря то-0 комплексь (29.) ке даєть лучей, проходя- 
щихь черезь центрь икерція, между твюь какь всегда суще- 
ствуєть систека силь, зквивадентная царі, визнвающая вра- 
щевіб вокругь оси, проходящей через оту точку. Фтоть случай 
ноключаєтся благодаря принятому условію (12). 

Блатодаря зтимь соображеніямь, при изохідованін ком- 
плексовь нн не будем» обращать вниманів па лучи, виходящів 
йзь центра инерція. 

8 4. Ур. (25) и (29) нивють видь: 


Ах Ву Са Фе Еті- пі 2СЇ я 2 Пт, у, 
4-2Кп, 80. (30) 


Для того чтобн опредблять, кь какому типу принадле- 
жить такой комнлексь, ми должнн, умноживь абВвую часть 
уравненія : 

і ето то2 а 0 


на множителя 232, придать кь лівой частя уравнепія комплекса 
и уравнять нулю дискриминанть полученной такимь образом» 
квадратичной форин 7). Уравненів дискриминанта будеть: 


4 0 0, с-к 0 90 

0 8, 0, 0, пох, 0 (31) 

о 0 С 0 9 ко 
0-3, 0, 0, 5 0 0 

0, 3-Х, 0, 0 Ек 9 

о (0 К- 0 0 БЕ 


кари 





) Си. А, У"єїївг. Оебег дів уегесбівйелео бабіопреп сг Сопарівхе 
імейоп Отгайєв. Мазь, Ар. В4. У1І. 1874. р. 145. 
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или, рабкрьивт опреділитель: 
(а- ку-ку К-зкуч У ВЕСЄ-ЗКУКК--ЗУМЕ 
ж У ВСЕР(6--33- -АВСРЕР--б. 


івая часть зтого уравнепія разлагаєтся на множители: 


(«-ху--лр) (сн-зкуч-- вк (К-ху--СБ)о, 


такь что будень нибїть такихь шесть корней: 


хеСчнуАР, хеноуве, хек СЕ, 


92 
еєС-- (АД, ху Н- | ВЕ, хз К--/ СЕ, й 
Остаєтся разсмотріть, будуть-ли зти корни обращать ве 

нули жинорн нашмего опредблитоля. Коли составить минор» 

перваго порядка, ввпуская изт опреділитела шервую горизоя- 
таль и первую вертикаль, то онь окажется равнимь произве- 
денію йвь козффицівнта /) на такой опреділитель четвертаго 
порядка, которий  обращавтся вь нуль при значеніяхь Ж рав- | 

ННХЬ Ж, Хо, Ху й Ж, дто показнваєть, что не веб кинорв 

перваго порядка обращаются вт нуль при Хос), й Хо-А,, т. є. 

что каждній язь двучленовь (Х--Х,) Я (2--Х,) єсть то, что 

УУвівгзігаєє пазнваєть злемонтаринни» діфлителемь. "Такь какь 

то-же очевидно относится кь остальнниз корнямь, то по клас. 

сификацій ( УУвіївг'а комплексь (30) принадлежить кь типу | 

(111111). Особенною поверхностью комплекса служить по | 

верхность Китовга, имфющая 16 узловихь точекь и 16 

двойньхь касательнихь плоскостей. Кл такому типу принадзе- 

жать вь общемь случав комплекси (25) и (29) игновелннх» 

И НИПУЛЬСИВННХ» ВИНТОВ?. 








п--- 


1) 1ьід. р. 164. 


шпЬь'о 
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Пра ДезЕе- Кос уравненіє (31) нибеть три корня 
двойной кратности, ко ни один язь них» не будеть корнем» 
всвхь миноровь перваго порядка. Такь капр., мянорь, полу- 
чающійся черезь ввнпущеніє четвертой горизонтали и четвертой 
вертикали, можеть бить представлень вь виді пройзведенія 
изь козффицівєнта А ка опреділитель, обращающійся в» нуль 
только при значеніяхь 2 равинхь Ж, й Хв, Здто показнваєть, 
что вкраженів (2--3Х,)? есть злементарннй -д'Влитель. Так» какь | 
то-же относится и кь внраженілнь (2--Ха)2 я (2--3,)2, то : | 
комплексь прикадлежить кь типу (222) 1). Кь такоку типу | 
принадлежать комплексн (25,) и (29, ). 

Комплексь нифеть штри дм двойння дикій, лежащія в'ь 
одной плоскости. Поверхностью особенностей служить поверхность 
3-го порадка, вида: 


А'є2.4 В'уз -- Се? 4 Д'єуг є 0. 





Такь какь опредблитель (31) совершенно одинаково по- 
стровнь относительно козффицієнтовь А, В, С, какь относи- 
тельно /), 8, БЕ, то кн вправі заключить, что при А-е Ве- С 2-0) 
коиплексь приводится кт» тому-же типу (222), Но такь как» 
роль зтихь козффицієнтовт в» уравненій комплекса иная, чіит 
козффицівнтовь Д, Є я ЕК, то разсматриваємнй комплексь бу- 
деть другимь видом того-же типа 2). То-же относится оче- 
видно и к5 комплексам» (25,) к (29,). Комплекси зти также 
содержать три двойння линій, но виходящія изь одной точки 

| и составляющія трехгранньй угої». | 
| Уравненів поверхности особенностей ймбеть вид»: 
т?., 


А"'азуз- В"'у222- С" а223-р 1 дугче 0. 


Вь еще бохбе частнож»ь случав, когда веб коеффицівнти 
А, В, С, Р, Є к Р равнн нулю, опредіфлитель, какь я в» 


г) Тьі. р. 193. 
3) Гьі4. р. 194. 


зай 





19 И. ЗАНЧЕВСКІЙ. 19 


предндущев»ь случав, содержить три двойннх»ь корня, но кромі 
того вев кикорк перваго порядка содержать по крайней ибВврБ 
одинь язь корней вь простой кратности, и 9нь вибсті сь 
тінь не будеть корнемь для мвноров»ь втораго порядка. Комн- 


плексь принадлежить кь типу | (72)(11)(7 т) З шоесть те- 


травдральннй кожплексь. Кт тахому типу принадлежать комплекси 
(25.) я (29.). Поверхностью особенностей служать для нихь 
три координатиня плоскости и плоскоєть безконечно удахенная. 

6 5, Такь какь при йзсявдованій комплексовь вь слі- 
дующихь главахь намь придется относить яхь уравненія кь 
осямь какого-либо сйченія влляпсовда икерція и кь нормаля 
кр отому січенію, то зайжемся здісь необходнинми преобра- 
зовані»ми. 

Пусть уравиеніє оллипсойда отнесено кв центру, кь пра- 
моугольнни» обямь и нибеть видт 

0 що 1, 

гаї (/ однородная функція вторей степени. Если провести в» 
оланпсовді какой-нибудь радіусь векторь О0Мо-т,, образующі- 
сь осями координать угян, косявусь которнхь а, б, їі, ТОЙ 
как» изв'встно, всегда будеть существовать в» вллипсонді такоє 
сфченів, для котораго 7, будеть служить осью, Для опредфаєнія 
отого свченіля нужно изь центра вляйпсоида описать шар ра- 
діуса т, Я найти ту кривую, по которой онь пересфкаєть зхлип, 
сондь инерцій; затвиь построить конусь, проходящій через зту 
кривую я имбющій вершину вт центрі, и провести кь нему 
чрезь ОМ касательную плоскость; она й дасть искомое свченіе з). 





1 . 
Полагая -2с--., будень нийть для конуса уравненіе 


2 7 
0 -- зайчнумнавуєє 0. 
1) 1Ьід. р. 169. 


3) См. УУ. Бівдївг. АпаїубінеБе (Сеогаєїгів дез Капезв, Іеірзір 1879. 
І. ТЬ. р. 118. 
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Обозначивь затіизь черезь (/ то зкаченів, которое полу- 
чить функція (/, если виїсто 2, у и 2 виесвив а, В, її Ту» 
будень ниїть уравненів шплоскости касательной кт» конусу И 
проходящей черезь ОМ: 


4 а ай 33) 
(2 що м) «Се що хв. «о о У Р ( 


сли казовень т, лервой осью взтого сбіченія, то вторая 

ось Та найдется какь пересіченів втой плоскости сь плоб- 

костью перпендакулярной кь первой оси, т. 6. єь плоскостью 

ар ВУЧ 20. (34) 

Ріштивь совивстко оба ур. (33) и (34), найдежь для 
направлающихь косннусовь второй ося т, вкраженія: 


з Чи, и, Фа 
й аз, а за да, 

аз Є ам ро и ре р 35 
ПУ а да б 8, 


гав (2-- козффицівнть пропорціональности 
Предположим»ь, что вторая ось движетса в'ь плоскости ( РУ: 


ах -КВу-к у2--0, 


тогда первая описнвавть копубсь втораго порядка. 


2) - 40 я ( «и АЦП (36) 
а(зчу уч ПН За? НУ ау )о0 
Зтоть конусь будемь казнвать конусомь осей, соствіт- 


ствующим» плоскости (Р), или просто копусом» осей. В част- 
ном'ь блучав, когда злянпсондь отнесень кь осям, то 


(аг аа? зр уз р сд2З со 1: (31) 
и если ВвВОСТЯ Обозначевія: 


Артес-зі, В а'--е, (усе? а, (38) 
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то Для конуса осей получавизь уравнеків 
Ашуг--ВВа2-Суву-- 0. (39) 


Пересіченів конуса осей сь плобкостью (Р) даєть дві 
образующія, оси сВченія зллипсонда плоскостью ( Р). Обозначивь 
черезь а,В8, Т; Каправляющіє косянусн одной нзь нихь, а черезь 
Х,-- обратнов значенів квадрата длинн лежащаго на ней 
радіуса вектора аззлляпсонда, будемь ниївть для опредблєнія 
отих» четирехь величинь уравненія: 


Авт "б Ва "б Суав с 0, 
аа ВВ и т2 0, 
Х аза'ад 9. 


ЙИсключивь В из» первнхь двухь уравненій, получимз: 
ав -І)--айа?--) 4 зав - 2-в--аг))-0, 


ИЛИ 
аСХ; є) (Хо а) ак 0, 





такт» что 
"и Х--са 
прі 

также получимь . 
в Хо 
то Ху? 


И Можно ПОЛоОжЖить. 


з-К, 


а Ко Хо й) ж Кох, ХХ 


(19) 


гав: 


о 








| 
| 














мін 
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Точно также, обозкачивь черезь аа, 0, ї, каправляющіє 
косинусн второй оси сбфченія оллипсонда плоскостью (Р), а 
черезь Ж, обраткоє значенів квадрата вя длинн, будем нибвть: 





ко в» (49 





. що аз 8" г 
К, даху (ау б оку ау Пре «1 


что касаєтся до значеній Х, и Х., то вслідствів ур. (34) яхь 
можно разсматривать какь корни квадратнаго уравненія: 


а В" - 


"кр вд во ра (42) 
такь что 
ХХ са 4 (с р азу 5 (а?-ь у, 43 
Х, Х, ше фа 4 та? 4 агро, | ( ) 


Ми будемь принякать, что 
а»о»с, Х»Х, (44) 


т. о. что черезь Х, названь ббльтій корень ур. (42). 
На основаній ур. (43) легко повірить формуль 


(а"--Х)(а---Д,) є -- В Са, 
(5"--.Х)Ф'---Х,) є -- САВ", | (45) 
(с'--Х.с-- Х,)--- АВ, 
а отсюда и боотношенія; 
аа 578? су 











с-хутоху (Р ХХ) соку» 
аа? 678" су и 

во-хУкохтїеох (19) 
аа Ь7" ст 











тир 
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причемь нужно пить в» виду кбвкоторня изь бслідующихь 
тождеств» : 


У мб, У Ааізео,  УТАКВ-не")-б; 


У Аа анду о У Аа -- У Аач-АВО, 


Кромв того, такь какь Х, и Х, суть обратиня значенія 
квадратовь радіусовь векторовь зллипосида., то у 


би аа? Б 
хв (с Ху) Нероху (6"--Х, у б (с" пе | (48) 


(27) 


А аа? фа 
ХК, ( а2--Х,). Р (52-- Х,) Ху це аку 
Обозначим» : є 


49 
(ай ху оку, (19) 
причемь замітимь, что благодаря сдіфланниит предположеніянь 
(144), М, пифеть положительнов, а М, отрицательнов зпаченів 
Перемножая ур. (49), получимь 
ММ АВС а"5Г. (50) 
Дахіфе язь ур. (11) и (45): 


А (а?- 
вк аску -- рад -Х) А чо с очоя 


-о пада ДИКИХ 


Произведя в» посліднеюь внраженін умноженів и сун- 
мируя, мн будень получать посявдовательно, нибя в» виду 


ур. (47): 
. : . Х--Х, 
ІК А яззлУМлефчніканай гх,)- тлі 








че | 
19 || ГЕОМЕТРИЧЕСКІЯ МЬСТА В'Ь ТЕОРІЙ ОСЕЙ ВРАЩЕНІЯ. | 17 | 


Подобнниз-же образок преобразуєтся я К, такь что 
М, а М, : і 





Ю -хох Кі т хх (51) 
отсюда : 
М-- М, 
2 3 -- 
КНКО- Х --Х, (52) 


Правую часть отого равенства легко собтавить, умножив» 
второв яз» ур. (46) на М,; а третье на М, и вичитая; тогда 
получим»: 


У (а хек) -ФаАЧВ--Х,) (с! 2) ще 
ко ху Урие(-неннх ном 
отоюда, нифа вт виду первов язь ур. (43), получинт: 


ММ 
Х-- Х. 


Ха Уре(- ('-не?а-НВ'НІНВУчь ебзаг-Ное'-на?) ВН а"-но"д" 





що дах -- С8"-н Вт) АВР Біт а - Сла?8'. 
Сабдовательно : | 
К 4 Кіа АВР 4 Віра? -ь СбагВ?, (53) 
Изь ур. (43) инбфен»ь: 
(ХХ (ХХ, ХХ ее 
(чем ачнувчКаїчноур ) - ве'ааачечет ЛИ ), 
хи 
(Ху -Х,) зо Аа" ВІ9'-- Сц'- 24, В,а"В'- - 
--28СВР--2С Ага. (54) 


т. ХІУ. Запис. Мат. Ота. 9 
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Зажбниь вт ур. (58) величинн А1.... иивсоотвіатетвенно 
равинии (8,--С,),....- и бложинь его сь ур. (54); тогла 
членн, содержащієв удвоєнння пройзведенія взаймпо 1 упичто- 
жатся; членн, содержащіє А, будуть: 

Діаз Аа Ада Ді); 
такимь образомь будемь нибть: 
Кі Ко ОХ Ху) Аа" ВІВ СТ. (55) 


8 6. Займекся теперь преобразованівиь функція  пере- 
бибиннхгь (гуг) я (ху, 24): 


ах, -б'уу, 2, (56) 


кь новниь переювнннив (т'у'є") и (ау), связь которнхь 
сь прежними внражаєтся уравненіями вида: 


Теза,д'-а,у ах", 
ус-ві" ВУ" Ва", 
гам 


гдів (аВу) суть косинусю угловь, образованннхь сь главнния 
осями инерцій какиюь-либо радіусом вектором», а (а,3, Ти) 7 
(а,уцз)--косинусн углов», образованнихь осями січекія зллип- 
сонда шпяоскостью, перпендикулярною кь радіусу вектору, Св 
трий-же прямний: 
Сдфлавь подстановку, получимь, имя вь виду ур. (40), 
(46) и (48): 
аа, З Буу, ода ее Хув'я, Ху У Ра'є| З 
Кая с) КУ є г), (57) 
тав: 
Резаа-О'В'-ьс"ї (58) 
и означаєть величину обратную квадрата радіуса вектора по- 
верхности, нибющаго (аб) свойми направляющими косинуса. 
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Положивь вь ур. (57): дет, Ур--У, 2,--є, получимь 
15вую часть уравненія зялипсояда инерцій; такь что уравненів 
его будеть: 


ха БХу-Р?-2Ка2-2Куг 1. (59) 


Преобразуємь теперь кь новнюь обсямь уравненів (25) 
комплекса  мгиовенннхь винтовь и формули (26), связующія 
вить ижпульсивяні сь винтоюь мгновенннит. 

Лівая часть ур. (25) есть сумиа четнрехь внраженій: 


щ- май; з Укр д), 
в зр(б ть), 
(ев З оо м) 
Іче ато || б ноТіо В р же 


Какь координатн 2, ро бо, ТАК й координат 3, Шо» Мо 
преобразуются кь новини» обямь по тфиз-же формулам», как» 
координати точки: позтому при переходів оть.одной прямо- 
угольной сястеинм кь другой внраженіяй В и С будуть ик 
варьянтами; что-же касаєтся до внраженій А и 1, то первов 
изь нихь ямфеть видь лбвой часта уравненія азллнпсонда, 
унноженной на т, второв-же шполучится изь (56) замфной 
(дуг) по (ау 2) ка (Хобро) Я (Хородо). Такиюь образою, от- 
бросивь значки пря вових» координатахь, мн можем» так» 
написать преобразованноє уравненів комплекса : 


ЯК ори ет Х2- рі (Ро роз КО Кр 
НО ЧК вом) Р Хоб Хооо Б РОрУ К(мо С) 

|| Ко помо П боро) є20, (60) 

Что касаєтся до ур. (26), то сявдуєть совершить одно- 


временно | преобразованів (| надь оббижи нчастями  равенства. 
Положивь для краткости: 


те то пер, Р о» дез збо з 


. 
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и отбросивь значкя вт новнхь координатахь, будень нибть: 
(2о--та - (Уа --па, У (2р7- 9)де- 0, 
(2,--т)8, -Н(уг--т)в, З (2,--йе-0, 
(жа--туу У (уь--пдз У (2р--Ф)1--0, 
ідуть па-о (Є, -рт а (аль рда ("Со реа. 
іван това пораа (борті), -Ь (Бл рт ба У (ф'Со- 98, 
І да 4 тота А Потає (сорта (сл, -- рт) та ЧЕ (с"С, - ре 
Первня три уравненія очевидно дають: 
дріт, У ото 
Умноживт-же послібдовательно послднія три на а,» Дії 
и сложив», получини : 
і, се (аа Ян Б'ВічНочи )бо ЗЕ (в'я, ЧК б'рІЙ, З є"та Ло 
чк (а'са ЯН в'ВІВ Є) борт, 
нли, кифя вт виду ур. (48) и (46): 
ілеХ,Е, К-ть 
Точно такжо найдутся и новня коордиватн т, и т,; такь 


что будень киїть при новнх»ь осях»: 


-Іо В То Іізе(Х-- рт)ба Б КР 


УспетіоГ То» тре Ха--т)т, "б Ко--рро (61) 
зу КО По | Поет, А (Р-- рт), ру, 
Есля язь отихь уравненій опреділимь Є, 7.5.... Т0 


получимь формули перехода оть нипульсивнаго винта Кк шгно- 
венному. Уравнявь-же нулю внраженів Х.5,ЧН ро НО Уобо з ПОЗУ: 
чимь уравненіє комплекса нипульсивнихь винтовь при ковнхь 
осях коордякать. Ми ке будень отого ділать, так какь тя 
формули нам» не понадобатса. 
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ГЛАВА ПП. 


0 перманентних» осяхь и совершеннихь ударах. 


сита 


6 7. Разсмотрим»ь сначала случай, когда система нипуль- 
сивинхь силь приводится кв одной сихі, или просто--когдя 
"дВИствуєть одна ижпульсивная сила, которую для краткости 
будемь назнвать ударом». Мн будемь разесжатривать только 
ударь, впособннв внзвать одно вращенів вокругь оби; таків 
їдарн носять казванів совершенньхо, а соотвітствующая ось 
вращенія-перманентною осью. 

Перканентиня оси (Г) прикадлежать кр комплексу: 


а" ко "Кк 'шоть ЧЕ Сабо СТО. (63) 


Зивя координати прашой (Г), найдень координати  линін 
дЬйствія сооствітствующаго совершеннаго удара по формулам» 
(26), гдів вужно будеть положить равтес0: 


т от опе Йо 2 от су 


(63) 


іжоав,, | тоб песо 


Такой видь будуть киїть оти уравненія, предполагая, 
что за оби координать взяти главння оси инерцій. Кола-же 
за координатння оси взять оси какого-либо сбченія и нормаль 
Кь ним», ТО, положивь резто-0 вь ур. (60) я (61), полу- 
чим» для комплекса першанентинхь осей уравненів: 


ХАН Х поро  РОоо Ко вомо ОНКО (поло борт, (84) 
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и для координать ликій удара: 


оо У ото 2 оз 


65 
ех КО то КО, по КАН Кг, Р, (95) 


Хотя сила удара не имбеть вліянія на положенів перма- 
нентной оси, а лишь на угловую скорость вращенія, но для 
простоти она била положена (15) равной единиць. Величина 
соствітствующей угловой скорости будеть завиєїть оть поло- 
женія перманентной оси и хиній удера. ,їйствительно, из» 
ур. (19) к (19) нибенз: 


ГО М МУ, 
НО 


вставляя нзь (20) и (31) вивсто 0, І, М ни М ихь зва- 
ченія, получииь: 


4 2 
му м св) чено сб 


яхи, по ур. (63): 
МІ-- 








б (вт 

Изь центра инкерцій О опустимь. перпендикулярь Ос на 
линію удара (С) (фит. 1) и построймь ось (07) момента удара, 
проведя в» приличную сторону перпендикулярь кь плоскости 
удара ОсС. Назовемь тлоскостью момента удара нплоскость, 
проходащую черезь ось момента удара, параллельно (ливік 
удера. Сділавь таков-же построенів для перканентной обся, по- 
хучимь плоскость оси вращенія ОЧГ и ямоскость момента 
вращенія (т), проходящую черезь центрь инерцій й паралель 
ную прямниь (Г) я (т). Первня три низь ур. (64) покази: 
вають, что ливія удара (С) паражлельна оси (т) момента 
вращенія, т. 6. что прямая (С) перпендикулярна кт плоскості 
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ОТГ, а потому кратчайшев разстоянів между (С) и (1) есть 
перпендикуларь сі, Оопущенний изь точки с ка прамую (Г); 
четирехугольникь Осу, | есть четнрехугольникь плоскій, КБ 
плоскости котораго прямая (С) перпендикулярна. Точка с но- 
сить названіє центра удара, а точка у, -- терманентньма 
центрома вращенія, шли просто терманентньма центромг. 
Разстоянія Ос, Оу будемь обозначать черезь а и 9. 
Такь какь сила удара равка еданиці, то 


аучсоз| Са), | угтчсов (Су), зн соз( Са), 
от дсог(Са),  туезсог( СУ), пе дсоз(С с). 


Формула (66) показнваєть, что координати (5, р...) 
хогуть бить разсиатриваємн какь прозкцій й моменти относи- 
тельно осей координать " отрізка, равнаго Мб, отхоженнаго 
на перманентної оси; посліднія-же изь них (ХХ, Шо» Уо) СУТЬ 
вифств бь тюль проокцій на оси координать отрізка равнаго 
М. отложеннаго на оси (т) момента вращенія. 

А такь какь ур. (62) дають: 


зару річні, (68) 
то 
М, а 1, (69) 
нок будень нибть: 


1 
З ще 5 со (Га) , То 5 С05 (Гу) 9 Го же 5 Сс08 (Га) 5 (70) 


Х, жа со8(тя)., | нозо соз(ту)., | », сз со8(та). 


Ур. (69) показнваєть, что при одной щ той-же силть 
совершеннаю удара, величина уїловой скоростий вьізьавмало 
вращенлая обратно пропорилональна разстоянію перманентной 
оси ото центра цнерцій; и что при тожь-же убловія пер- 
манентнья оси, вращенів вокрущ которьдв процстодить со 
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одинаковою уіловою скоростью, суть касательнья ко сфер, 
радіусь которой обраитно пропорціоналена узловой скорости 
вращенія. 

Перешножив»ь ур. (67) я (68) почленно, получимь 


ті ті 


ії о 
МУ (25-ну аз) чар (11) 


другиня словани: совершеннье ударь, возьвающіє  вращенія 
са одною ц тою-оже уздовою скоростью, тринадлежать кі 
комплексу еторазо порядка (7 1);они будуть слідовательно об- 
щини зучами двухь комплексовь втораго порядка (29,) я (71). 
Сравненів уравненій (25,) и (29а) показвваєть, что 
комплексь совершеннихь ударовь такь точно поєстроень отно- 
сительно 0 вхлипсоида,  обратнаго дздлипсойду ннерцій, как» 
конплексь перианентнихь осей--относительно злхипсомда ннер- 
цій, такь что достаточно разсиотріть динь изь нихь; иБ 
остановимся на комплексів першанентинхь осей. 
Перманентнья оси суть тт прямья пространства, ко- 
торьав полярь относштельно еллитсомда, обратнало зали 
соцду шнерцій, ко нимь перпендикулярно 1). 
Дійствятельно, лоларння плоскости двухь точекг» (2. У,2,) 
п (х.У/зсь) пернанентной оси по отношенію кь зхллипсокду : 


2? у 2 
чкебеті 


парахлольнни плобкостямь: 


уу, | зв 
тівбе б 


хх, Уб що а, 


р т за слт 0; 
1) 0. Рагропх. Біаде сбошбігідає виг ев регспевіопа ев Ів єбос без | 
согра. Виїі. фев всівпсез шаїдбш. Т. ГУ. 1880. р. 139. 
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нні же пересвченія послВднихь, параллельная полярів пер- 
нанентной оси, нифеть свонми косинусаки внраженія, пропор- 
ціональння слвдующни»: 


СР АВЕЛ МЕ а" "Ж РА ЛОТ о с(ау гуд), 


з такь какь косинуси самой прямой пропорціональнн внра- 
женіли»: 


тег ев У 17-10» 223-281 б 


то ур. (62) какь разь внражаєвть условів перпендикулярности 
перианентной оси и ея полярн. 

Главнья тлоскости цнерцій отськаютбо на перманент- 
ной оси части, назодящіяся между собою 86 тостоянномь 
отношенім 1). 

Пусть АВС (фит. 2) одна изь перманентивхь осей, пе- 
ресвкающая главння плоскости инерцій вь точкахь 4. 8 и С. 
Опустимь зв» зтихь точекь перпендикуляри на главння обся 
ннерція Ос и Оу й обозначимь черезь а и 8 угль, образо- 
ванння прякою АВС сь втими осями. Тогда можно будеть 
положать: 


Хото ОЙ» | розоотОа | меоОа.согв---О/.соза, 


бра Сова, | Тра сов8. 
Подставивь оти значенія вв ур. (62) получимь: 


Оа.совв || с'--а? 
О/.соза "| с3--Ь3 


Укжножимь мислителя и знаменателя шперваго отношенія 


1) ТЬ. Веуе. Рів Свошеігіє дег Їаде. Ївіртід, 1882. Т. Ц. р. 172. 
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на АВ; тогда, нифя вь ваду что: 
АВсозбач 4, Аісова а Оа, 
АВ: ВС В: Ві 107, 
получим»: 
з 13 


С а 
АВ; ВС с3-- із а Сопзі. 


что и требовалось доказать. 


Церманентнья оси суть пт прямья тространства, 
которьмя параллельнь одной шза осей злацпса, толучающа- 
зося вв слченіш Зллипсоцда шнерцій плоскостью момента 
вращенія ! ). 

Д'йствительно, если вв ур. (35) внесем» вийсто каправ- 
ляющих»ь косинусовь прямой (Г) величини 85, т, и (,, которвя 
ми пропорціональнн., то косинусь второй оси кь (Г) будуть: 


аа 1 Ва 1 Та (9-й то 1 (с2--- аЗус Си 1 (а2 --Б2Утобоє 
Решая-же совифстнко уравненія: 


а ЕР што РОВУ ее 0, 
а Мо По "- У о 0, 


относительно 3, Мо Ус» ПОЛУЧИМЬ : 
Хо 1 Мо оте (9---с9 Сто 1 (с2---адУЄ С, 1 (а9---68УпЕ, з 


з 8то показнваєть, что второю осью кв (Г) служить ось мо. 
мента вращенія, такь что санимь єбВченівиь будеть плоскобть 
момента вращенія. 

Ототь признакь дасть возможность постройть вев пери 
нентиня ося. Для отого беремь в зллянпсояді любов сбченіє 
и его оси Ох и Оу. Проводя нормаль кь нимь О2, строях» 
вь плоскостяхь Ога и Осу системні прямнхь., соботв'Втственно | 


о о ана ам аю и 


1) В. Ва!!. Те Шеогу ої бегемв. Рабів, 1876. 55 159, 160. 
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парзжлельнихь обямь Ох я Оу; 9то й будуть перманентння 
сови, Остастся мбінять положенів єВкущей шплоскости, и мк по- 
іучимь ве перманентиня оси пространства. Такос-же построеків 
хля озлипсонда обратнаго давть линій дВйствія совершенньхь 
ударовь. Но крою того, такь какь посябднія параллельнн 
осячь соботвітетвующиахь моментовь вращеній, то: 

Линія удара ц соотвьтствующая терманентная ось 
паралаєльнь: осям» озаацтса стьченія зллипсоцда инерціи 
паоскостью момента вращенія. 

Изь посяднихь свойству, можно внвести  схвдующія 
еабдетвія : 

8 8. 1. Предположимь, что ударь (С) направлень 
параллельно  одной изь главнихь осей ннерцій, напр. 02; 
тогда всякая прамая плоскости «Оу будеть виївсть сь (С) 
представлять пару прямнхь, парадлельнихь обямь параллельнато 
ки» січенія, т. в. будеть перманентною осью; слбід.: 

Всякая туямая, лежащая во одной цза алавньхі плос- 
костей мнерців єсть перманентная ось). Соотвьтствующій 
совершенньй  удара перпендикулярено ко отой тлоскости. 
Очевидно, что и обратно: Всякая прямая, параллельная одной 
за осей цнерції, есть перманентная ось; соотеьтствующиіь- 
їдара направлено по прямой, лежащей вза злавной плоскости 
цнерцій, перпендикулярной ко перманентной оси. 

2. Предположимь, что линія удара (С) перем'щаєтся, 
оставаясь парадлельной какой-либо прямой 02. Такь какь 
ось (сх) момента  вращенія, параллельная (С) всегда обтавтся 
направленной по 02, то соствітствующія оси (Г) лежать в» 
діанетральной плоскости сОу, перпендикулярной кь О;; крон 
того вев онб параллельни той прямой етой плоскости, которая 
вибств єв (с) составляєть пару осей: всть терманенітнья оси, 
лежашія вв5 одной діаметральной плоскости, между собою 


1) Т. Ввус. Сеопівігіє фег Ізде, р. 166. 
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поралалєльнь; обратно: єсть параллельнья между собою пе) 
манентнья оси лежать в5 одной діаметральной плоскости )), 
ябо если нваправленів (Г) дано, то тіюь сажиюь даєтся на 
правленів второй оси кь ней, т. 6. прямой (т) ли (С). Таке 
какь тоже можно сказать относительно бовершеннихь ударов», 
принавь вь основанів зхлипсонидь обратинй, то сяїд.: Ударм, 
визьвающіє вращенія вокруїь параллельнькоа осей (Г), лежат 
в5 одной плоскості ц о параллельньь той прямой, которая 
виьсітть сь направленіємь (Г) составляєть пару осей злайл- 
сода цнериди. 


3. Перманентнья оси, вьигодящія цзв какой-лшбо точки 
М, лежать на конус 9) осей, соотеьтствующемь наоско- 
сти перпендикулярной ка радіусу вектору ОМ. Пусть лккія 
удара остаєтся параллельной какой-либо плоскости Ом. так» 
что (т) вращаєтся вь зтой плоскости вокругь точки 0, Ося 
(Г), проходащія черевь какую-либо точку М, хежащую їа 
нориали Ого кь плоскости, дохяжни бить параллельнь образув- 
щимь конуса осей, соствівтствующато плоскости хОу; сні 2е- 
жать слфдовательно на такомь-же конусб. Фтоть конусь со- 
держить три образующія, паралхлельння главнниь осям ннерції, 
нориаль кь ллобкости и пару прамнхь, собтвівтственно па- 
ралдлельнихь осамь Ох и Оу сбченія зллйпсойда плоскостью 
хОу. Хотя втихь шести образующихь боліє чіжь достаточно 
для опредівленія конуса, но шожно указать еще седьную, 12: 
раллельную тому діаметру залипсонда, которий сопряжень сь 
плоскостью Оу; вь саможь дів, вторая ось кь ножу, будучи 
сь ням сопряженной, лежить вь плоскости є2Оу и совпадаєть 
сяВдовательно сь однимь изь положеній оси (т). Йз»зь преди- 
дущаго охЬдуєеть, что конусн, соствівтотвующіє разлячнни» 
точкамь прямой О2 равни между собою. В» частномь случав, 





1)ЇЬі. р. 170. 
2) Грід. р. 168. 
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когда точка М лежить на одной низь главннхь осей икнерцій, 
кояусь обращаєтся вт дві плоскобсти, совпадающія Сь глав- 
ннли плоскостями инерцій, на пересіченій которнхь лежить 
точва М. ФРазложенів конуса на дв цлоскости пройсходать 
также вь томь случаї, когда точка Д/ находится ка одной 
нзь главинхь плоскостей шинерцій; в» отомь случав одна из» 
шоскостей совпадаєть сь тою плоскостью инерцій, на которой 
хехить точка М, другая-же проходить черезь нормаль кь 
первой й черезь прямую, проходящую черезь М параллельно 
діаветру, сопраженному сь плоскоєтью перпендикулярної кь ОМ. 

Ударь, вмзьвающіє вращенія вокруїв осей (Г), вмаодя- 
щит цзв точки М. перпендикулярньи ка радіусу вектору 
ОМ зтой точки щ суть образующія одною рода зиперболи- 
ческао  параболонда 1). Д'ійствительно. обозначимь через» 
(ГО), (Г.), (Г.) три какія-лабо образующія конуса, Вращенів 
вокругь  какой-либо четвертой образующей (Г) можеть бить 
разложено на три вращенія вокругь прямих» (Г,), (Га) я (Г.). 
Если обозначииь черезь (С), (С,), (С,) я (Се) ляній дійствія 
сютвьтетвующихь  ударовь, то ударь по прямой (С) кожеть 
бить разложень на три удара по прямниь (С,), (Сз) и (С5), 
а сябдовательно зти четкре прямня буть образующія одной и 
той-же линейчатой поверхности втораго порядка, которая будеть 
вь данномь блучав кгиперболическим»ь параболойдомь, так» 
какь веб пряєяна (С) парадлельнни одной и той-же плоскости. 
Такь какь каждня три образующія конуба не лежать в» 
одной плоскости, то ке могуть лежать вт» одной плобскости и 
ликій дійствія соствівтствующихь дударов». В» самомь діб, 
9то нифло-бн своймь слідствіємь возможлость подобрать такія 
три силм для ударовь, которня взаймно уничтожались-бн, а 


тона 


1) Кь втой теорем'в приходить также 0. Мазопі вь своємь мемуарб: 
«байв Гогте ітарпцівіує сбе баппо Іа товйевіша агіопе ворга цпо в8бевво рипіо 
ді по вівіета гісіда. Хар. Вепд. 1884. Т. ХХІ. 
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схбдовательно уничтожились-бн взанино й собтв'Втетвующій 
угловня скорости. Отсюда слЬдуеть, что параболойдь ударов» 
хожеть обращаться вт» дві плоскости хить в» томь случав. 
когда обращаєтся вь нихь конусь осей вращеній, т. 6. когда 
точка М лежить на одной изь осей ли вь одной ЯЗ» гл3в- 
них плоскостей инерцій. 


4. Перманентнья оси, лежащнія в» одной плоскости (т). 
обертьзають параболу 1), касательная в5 вершинть которої. 
паралдаельна второй оси ко нормали ка плоскости. 


Пусть О2 - нормаль кзь плоскости (т) я пересфкаєть ве 
вь точкв М, гОу--плоскость січенія, парахлельная плоскоєті 
(т). Оси (Г), лежащія вь плоскости (т) дояжин обертнвать 
кривую втораго порядка, так» как» черезь какую-якбо точку 4 
отой плоскости не можеть проходить боліе двух» кабсатель- 
ннхь кь кривой, наче конусь перманентнихь осей, прохода- 
щихь черезь точку 4, преобразовался-бн в» двф плобскости. 
Докажен», что вБ втой кривой можно провести только одну 
касательную данннаго каправленія, т, в. что кривая єсть па- 
рабола. Для отого, замітивь, что оси моментовь (т) для 
различнихь (Г), находящихся вь плоскости (ть), лежать 1: 
конусі осей, соствВтсетвующомь плоскостя гОу, проведежь черезь 
О прямую Оа, которой (1) дояжна бить параляельна, и найдежь 
на конусв вторую ось кь ней. то будеть ось момента (:). 
соотвітствующая искомой (Г). Возставивь изь О перцевдик)- 
лярь кь плоскости тОа, шпроведемь черезь точку пересічевія 
его сь плоскостью (т) прямую, цараллельную Оа; ото и будеть 
убкомая едянственная кабательная. сли за Оа взять вторую 
ось ОМ кь кормали 02, то предьдущев постровнів привело-би 
кь безконечно удаленной касательной параболи, которая сл5- 
довательно шараллельна О)У. Изь касательньгоь ка параболи. 
кромь безконечно удаленной, обращають наше вниманівє сап- 


1) Т. Ввув. Сеогавігіє. р. 168. 
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дующія: три, по которьмо таоскость (т) переськаєто 
мавньия плоскости цнерити, одна, параллельная второй оси 
кь діаметру, сопряженному плоскости хОу, ш двть, вмходя- 
шія це М ци паралавльнья осяма сьченія є2Оу. Такь какь 
двВ посяВбдвія взанино перпендикулярнь, то точка М лежить 
на директристь параболь. 

Вь частномь случав, когда пхоскость (т) перпендику- 
іярна кь одной изь главнихь осей айнерціяй, парабола об- 
ращаєвтся вь дв безконечно удаленння точки; оси (Г) обра- 
зуюгь дві системн  паралжлельнихь прямнхь, боботвітетвенно 
парадлельннхь двумь обстальнняь осямь инерцій, Коли плос- 
Кость (т) проходить черезь центрь икерцій, парабожа обра- 
Щавтся также вь дв точки, изь конхь одна совпадаєть 6» 
цовтромь инерцій, а другая безконечно удалена вь направленій 
второй оси кь діаметру, сопряжевному кь плоскостя. 

Совокупность всьхь параболь, Лежащить во параллель- 
нега плоскостягь (т), естьконусь вторало порядка, шитьющій 
вершину ва центрть цнершіи 1) ц нормальньй ка соотетьтотву- 
ющему конусу осей. | 

Черезь какую-либо точку Р проведемь одну изь плос- 
костей (т) и допустимь, что вь ней черезь точку ГО проходять 
188 касательння а й і кь соотвбтстнующей шпараболі. Такь 
какь конусн осей для различннхь точекь прямой ОР равин 
лежду собою ми одикаково расположенн, то черезь каждую 
точку отой прямой пройдуть двб8 образующія, соотвітетвенно 
Параллельння прамнивь а и б; оні будуть касательними Кк» 
параболань. лежащимь в» другихь плоскостяхь (т) и собста- 
вять дві плобскости А и В, касательння кь новорхности, за- 
нниаємой параболами. Отсюда слбідуєть, что черезь каждую 
точку Р пространства не можеть проходять болфе двухь каса- 


| т62ьнихь плоскостей кь поверхности и что вс онбв проходять 


1) Кеуе. 1. е. р. 170. 
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черезь центрь янерцій, которнії слбідовательно совпадаєть сь 
вершиной конуса вторато порядка, занимаємато  парабоханя. 
Ряду касательнихь паралельних а, какь перманентивиь осях, 
соотвітствуєть одна ось (т) момента вращенія; а такт какь 
послідняя лежить на конусів осей, то можно сказать, что об. 
разующія конуса осей соотвітственно 0 перпендикулярни кь 
касательнниь  плосбкостямь конуса параболь, т. 6. что оба 
конуса нормальнн другь кь другу. 

Совершеннье удар, вмзивающіє вращенія вокруєв осей, 
лежащиєть ва плоскости (т), суть образующія одною рода 
зиперболоцда., ассимптотическій конусь которачо  равені 
конусу осей, соотеьтствующему тлоскости (т). 

Пусть (Г,), (Г,), (Г.)--три какія-либо кабательння Б» 
параболі, Вращенів вокругь всякой четвертой касательной (Г) 
можеть бить разложено на три, пройсходящихь вокругь осей 
(Г,), (Г.) и (Го). Отсюда слідуєть, что ударь (С), визн- 
вающій вращенів вокругь (Г), можеть бить разложень на три 
удара по прямнизь (С,), (С,) я (С), соств'івтствующимь осякь 
(ГУ (Га) и (Га). дто-же требуєть, чтобн четире  прямна 
(С), (С.), (С) и (Са) били-бн образующини одного рода 
хинейчитой поверхности втораго порядка, которая будеть в» 
данномь случав гиперболойдомь, такь какь прання (С) по- 
раллельни (т), лежащимь на конусі осей, состьтствующем» 
плоскости (т). 

5. Для внясненія той роли, которую итрають образуютія 
втораго рода в» гиперболическомь пораболовдь я гиперболонді, 
докажемь такую теорему: 

Если (С,) я (С,) суть ударн, визнвающія вращенія во- 
кругь осей (Г,) а (Г,), и воли (С, ) и (Г.) пересфкаются, то 
пересфкаются также (С,) и (Г,)7). 

Пусть (5. ро) й (50, 705- - - -) буть КООРДИНАТ ОСЄЙ 
(Г,) и (Г,); тогда координати соотвітствующихь ударовь бу- 


1) В. Ва, ТЬе ТЬвогу ої б5егема. Дибіїп, 1876. р. 48. 





33 | ГЕОМЕТРИЧЕСКІЯ МЬСТА В ТЕОРІЙ ОСЕЙ ВРАЩЕНІЯ. 38 


дуть (Хо Мо Чо Фе бро бю) НО (Хо во-- --). Убловів пе- 
ресіченія прямнхь (Є,) я (Г,): 


абсо РЕф'я пото пото ооо ичо Р оте 0 З 


всяВдствів полной симиетрій координать, есть также убловів 
пересвченія прямнхь (С,) и (Г,). 

Отсюда слідуєть: 

Вь штерболическомь параболоцдть (ваз змперболоцдть), ко- 
торао образующия одного рода суть млині ударові, вьі361- 
вающуааь вращенів вокруюь терманентнька осей, вмаодящуила 
ць одной точки (лежащиють вь одной тлоскости), образующія 
вторало рода суть перманентнья оси вращеній, вьзьваємьхо 
ударами. прозодящими черезь ту-же точку (лежащими 65 
той-же таоскости) 1). 


8 9. Прежде чіиь перейти кт» аналятическому  изслідо- 
ванію распреділенія перманентинхь осей, укажемт направленів 
тьхь праннхь, которня ятрають особую роль в» отношеній 
кь плоскости какого-либо осфченія и сь которний накь уже 
приходилось отчасти встрівчаться. Пусть гОу--плоскость какого- 
1нбо сбченія, Ох и Оу направленн по его осям», 02 или ОМ 
нормаль кь нихь, ОМ. --діаметрь сопряженний плобкости сб- 
ченія, 0К --его проекція на ту-же плоскость, ОМ --- діажетрь 
свченія сопряженний сь ОК, О0Т--норналь кь нему. Такь 
какь ОМ есть діаметрь сопраженний сь ОК и ОМ., то онь 
сопряжень сь плоскостью МОК, й такь какь діаметрь ОМ 
перпендикулярень кь О.М, то они составять пару осей оллипсонда. 


Принявь ве обснованіє ур. (59) зхлипсояда ннерціи и 
обозначивь для краткости: 


зужрню, теу кукнкхенкхь Ту кжеекох; 
1) Теорема, относягляся кь париболонду, принадлежить 0. Магопі, 


Ї. с. р. 1м. 
Т, ХІТ Запис. Мат. Ота. 3 
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будемь ниіть для направляющихь косянусовь прямихь ОМ, 
ОТ, ОМ, к ОК вкражевія: 














К К 

У б , - 0 -- для пряной ОМ, 

К К 

У . З 5 0 » ОТ, 
За ; Ва о м о » ОМ,, 
хКк ХК, 

т : 7 ; 0 » ОК. 


Уравненів плоскости, сопряженной направденію ОМ: 
Ка .-Ку-КРе--0. 


8 10. Разомотримь случай параллельнихь перманентинкь 
осей (Г). Проведя черезь центрь янерція прямую парадллельную 
направленію (Г), прійшемь єв за ось Ог вь ур. (64) я (65), 
ПОЛОЖИВЬ В НИХ: 


поточ 0, Мо 0; 
получим: 
кВ Карого 0, (72 ) 
ро М Уо-чНо оч 


і Ко то КИ, пото РОо У 

Ур. (72) давєть направленів ОМ (фиг. 3) для оси (2) 
момента вевхь осей (Г), перпендикулярнихь кь плобскости 
хОу; ок пересфкають слбдовательно вту плоскость по пря- 
уой ОТ. 

Ликій соотвітствующихт ударовь параллельни ОМ и, ток» 
какь 

і, з то з поса со8(СТаг) : соз( СТу) : соз(Се) за К,; К,: Р, 








95 | ГЕОМЕТРИЧЕСКІЯ МЬСТА В'Ь ТЕОРІЙ ОСЕЙ ВРАШЩЕНІЯ. 55 


то онб лежать в» одной паоскости, сопряженной направаєнію 
(Г). Диній ударовь перпендикулярни кь плоскостя 2ОТ, по- 
отому кратчайшее разстоянів су, шежду двумя собтв'втствую- 
щихи прямний (С) и (Г) пересбкаєтся осью О2 вх точев 4 
подь прямнивь угломь. Обозначивь 1,9 и ся черезь 5 и 6, 
будень ииїть вь данною»ь случабв: 


(оті: 8, Пожед, ; 
я послїднеє яз» ур. (73) даеть: 
дже Р, (14) 


т. 6. кратчайщеє разстоянів между терманентною осью ц 
линей удара раздьляєтся прямой. проходящей через5 центра 
цнерціцй ц параллельной перманентной оси, на двть части, 
процзведеніє которьоі равно обратному значенію квадрата 
параллельнамо оси вращенія радіуса вектора залипсоида 
чнерціи 1). 

Возвишая вь квадрать и обкладнвая три посліднихь 
ур. (73), получавизь соотношенів между разстоянілни Осезаї й 
(хе-б двухь сботввтствующихь праннхь (С) и (Г) оть центра 
внерціи : 


- ЮР, (75) 


дто произведенів также постоянно при данноюь направ- 
хенія (17). 

Если Ог2 есть одна йзь главнихь осей инерцій, веб пра- 
жна ей параллельння могуть бить принатн за оси (Г). Оси (Г) 
сь одною и тою-же угловою бкоростью отетоять оть главной 


оси О; на одномь и томр-же разстояній зу об ть про- 


1) р. Тагасіа,. ШП шобїо феві вувіеті гідіді. Радоув. 1868. р. 42., 
тр. (29). 
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язводящія прямаго круглаго цилиндра, ось котораго єсть 0Щ2, 
. 1 
а радіусь равень "ут; Линій сооствітствующихь ударов ле- 
0 


жать вт плоскости тгОу и при данномь 0 касаются окружностя. 
нибющей центрь в» центрі инерцій, а радіусь основанія (72) 


Фех с М.В, 


тдВ с есть радіуєь йкерцій, параллельннй 02. 

Кь боліве интересннизь результатам прійдем», если, при- 
нявь во вниманів, что парадлельння оси (Г) лежать в одной 
дійметральной  плоскости, пріймейь ве за плосбкость Оу в» 
ур. (64) и (65), положивь там»: 


ст), Хотерого0, мо-1; 


тогда получнят: 


КЕ-НК, ож 0 9 (76) 


хоч, у--0, 231, 


| ат 
дяеХі, те Ху пот. | 07) 


Ур. (76) опредбляєть направленів пучка параллельних» 
осей (Г), лежащихь вь плоскости січенія, и показнваєть, что 
онф параллельни прямой ОД (фиг. 4). 

Линія удара перпендакулярна кь плоскости гОу й пере- 
сфкасть вве вв точкв с, центрі удевра. Обозначивт черезь 
(ж. У«) координати втой точки, будень нибть: 


Х боже Хара Попа ( 75) 
Опред'вливь отоюда 25, и по, напитемь (4) уравненів пря- 
ной (ГУ): й 


та, УМ 
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Хотя 8то уравненів показнваєть, что прямая (Г) парва- 
лельна тому діаметру зялипса єіВченія, которий сопражень на- 
правленію Ос, однако то-же будеть киїть мїсто по отношенію 
кь другому зллипсу 1): 

а3 уз 


хх (80) 


которь Й назоввеи» центральньшма. 

Прододжимь Ос до вестрічи сь прямой (Г) вь точкв с. 
Координати  (т'у') зтой точки найдутся, рішая  совийстно 
ур. (79) и уравнеків прямой Ос: 


з: сег 
и будуть равнн: 
роти у Жак, 
ха РХУ! ХхаРХу 
отоюда : 


Х'Х0сє 
Ос ру 
(Ха КА у1) 
Сь другой сторонн центральний зялипсь отевкаєть оть 
прямой "Ос радіусь векторь р, джина котораго опредбляєтся 
уравненіви» : 


.о ЖЖ. Ос 
Р Ха Ху 
такь что будень инмбть: 
Ос.Ос'цор. (81): 


1) Роіової пользуется таким'ь 8алхипсомь при изслВвдованій распреді- 
ленія перманентньжь осей в'ь одной из'ь главньшх'ь плоскостей инерціяй. Фпев- 
Чопв Фдупащідаев. Зикг іа регецввіоп дев согре. 1іоптіїв. Фоагпві. 1857. 
Т. й. р. 321. 


38 И. ЗАНЧЕВСКІЙ. 38 


дто уравненівє показнваєть, что центрь удара и точка с! 
образують на прямой Ос инволюцію, такь что по одной яз» 
нихь можно легко найти другую; когда с" будеть центронь 
удара, прямая (Г) пройдеть черезь точку с). Вибїосто того, 
чтоби  стройть центральний здляпсь шножно, воспользовав- 
шись формулой (74), искать геометрическоє мфсто пержаневт- 
нихь дцентровь, такь какь місто центровь дударовь с есть 
прямая Ос. Вь ур. (74) введень 8,--са-Одіу( СОМ), долі 9 
и обозначиюь черезь р, тоть діаметрь оляниса сбченія, которьі 
параллелень (Г); тогда будень нибїть: 


РУ З 
УЧ ре СОМУ! 


такь какь у,д и Од суть прямоугольнья координати пермшанент- 
наго центра 1, по отношенію кь осякь ОМ и ОТ, то нйсто 
точки 7, есть -равкосторонняя гипербола, для которой оти пра- 
ина суть абсинптотн 2), 


Вь томь случав когда (Г)ежить вь одной нЗ'ь главннх» 
плоскостей инерція, ока можеть занимать там произвольнов 
положенів, хотя связь между центром» удара и направленівкь 
(Г) остаєтся та-же, какь и в» разсмотрінномь нами слунчаб. 
Перем'вщая с по какой-либо прямой Ос, мн будемь перем'вщать 
(Г) такь, что она всегда останется параллельной діажетр) 
сопряженному єь Ос. Такь какь гипербола  перманентині? 
центровь будеть міняться сь изибвненівмиь направленія Ос, то 


1) Ср. Роіпвої, Ї. с. 323, гл даютея зти теорейм лишь для случая осей. 
лежащихь в'ь ОДНОЙ из» главньх» пхоскостей иверція. Си. также Р. Тиагаха. 
1. с. 8 75. Тага7та не польвуєтся злхпипсомь (80), такь что ур. (81) у яего 
давєтся вь формі Ос. Ос'є-сопзі., жотя дохжно звмі8тить, что обобщеніє сів. 
давно вь другомь наеправленій; вмісто одной импульсивной силь предпої" 
гаєтся система таких»ь сихь. Ототь случай изсяВвдуєтся вь 3-й главі отого 
сочиненія. 


2) Тигатга, Ї. с. 5 73 сь обобщенієм», указаннномь в 1). 
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тдобнфе остановиться на центральномь оллилев ФРоіп8ої. При 
ото» тфиз изь прямнхь (Г), которня обертнвають  окруж- 


, 1 
ность сь центром вь О и радіуса б-- "Мб соствівтствують 
0 


равиня угловня скоростя 0. Ур. (78) вь прижфненій кь глав- 
ной плоскости инерцій дають: 


о. У оо б. 
сов(Га)з- тм, соз(Гу) УТА 
откуда : 


я т 


мим 
т. в. удари. вьзьвающіє вращеніє са одинаковою уідовою ско- 
ростью вокруї осей, лежащиєь вв одной ців злавньь плос- 
костей инерцій 2Оу, направлень, по троцзводящимь залит- 
тическазо цилиндра, мнимая ось котораю єсть ось Оє, а 
дель дтьйстецтельнья оси натравлень по двеумь друцимо осямо 
чнерції. 

5 11. Для полученія конуса осей, соотвівтствующаго плос- 
кости аОу какого»либо сфченія, ми дояжин будень в» ур. (36) 
положить ат-о-(), а за функцію (/ взять ябвую часть ур. (59); 
тогда получим»: | 


(21-Х )су -ь Кууг--Кухе зе 0. (82) 


Коли такой конусь перенести параллєльно самому себб 
вь точку М оси О2 (фит. 5), то онь представить  геометри- 
ческов місто перканентицхь осей (Г), проходяащихть через 
оту точку. Представив'ь себ' зтоть конусь в» таком'ь положенін, 
повзучим» пересіченів его сь плобкостью 2Оу, пожжаивь вь 
тр. (82) єее-0М--- В: 


(Х1--Хзду-- К.Ву -ь К,Ва -- 0. (83) 


дто равносторонняя  гипербола, абссимптоти которой па- 
ралхлельни обямь Од; и Оу січенія. Кабательная вь начахі 
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координать есть прямая ОТ, такь что ОМ -- норналь кь та- 
перболв. Координати центра С, гиперболи суть: 





К, К, 
асо-й р ду да Рі жо (84) 
а уравненів кривой, отнесенной кь центру : 
КК, 


а со 


При переивщеній точки М доль ОМ получаємь пучокь 
гипербогь, пибвющихь общую точку М. общую касательную в» 
ней и одинаково направленння ассимптотн. Для поянаго опре- 
діленія каждой шзь такихь кривнк»ь достаточно знать еще одну 
68 точку. Но такь какь навістно, что вь чисяВ образующихь 
конуса есть одна МК, параллельная діаметру ОМ, сопражев- 
ному вь Зялипсовді сь плоскостью сфченія, то проведя через» 
М такую прямую найдемь на пересіченій сь пхоскостью хОу 
на прямой ОК точку К, принадлежащую гиперболі. Величина 
и направженів осей конуса опредвзлются системой уравненій: 


(ХХ Кучері, 
(2-5 Кури, 
- Кі Кит», 
р ззСХуоо ХК 
У(р)с-|-- (Ху -Хз), 9. --К, |з, (85) 
Кк, -К р 
гав: 


И ружн--р( (жо о ЯК кі) ох -хукк,. (86) 


Причем»ь замітимь, что, обозначивь черезь р,, р, її Ра ТРЕ 
корня отого уравненія, будень нибть: 


р, Рз Ра -- -2З(Х,- Х)КК.. (87) 


« 
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Козффицієнти ур. (35) можяо внразить вь функцій ко- 
сянусовь а, З и тугловь, образованнихь прямой ОМ сь глав- 
ннми осами инерцій. Бобпользовавшись для отой ціли ур. (55) 
я (51), получинь: 


р'--р( Аа" -- В18"-- Су) АВ Саву 0. (88) 


Еоли разематривать в зтож'ь уравненій р какь постояннов, 
то оно представить коническую поверхность--мбВето тіхь пря- 
вихь ОМ. для точекь которихт одна изь осей конуса (82) 
ямбеть даннов значенів. Очевидно, что черазь кьждую прямую 
ОМ проходить три такихь ловерхности. 

Производащія конуса осей, касающіяся шара: 


. 1 
х?-руд-ра'яз мо? 


суть перманентння 6с6и сь одною и тою-же угловою скоростью 0 
и будуть дійствительни, только когда: 


1:М «СВ; 


вь посляВднев»ь случай он суть также пройзводащія пракаго круг- 
лаго конуса, ось котораго есть прямая МО, а вершина вь М. Св- 
ченів зтого конуса сь плоскостью «Оу есть кругь, центрь 
которато в» 0. а радіусь т легко опреділаєтся изь фиг. 6, 
в: 


ла. В2М98'--1 
пе що Р 
Меч МОз--ВО М 
рмозеВО: МВ 
у 2М282--1 
В 
че0О рез МОНО Моне ----ццц, 
у к26-- 1 


дтоть кругь пересфкаєть гиперболу вообще вт четнрехь 
точкахь, соєдинивь которна сь М, получимь четнре перма- 
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нентння оси сь однаковою угловою скоростью 0. Нанменьшему 


1 
значенію МЕ соотв'Втствують дві пройзводящія паралхлельтня 


осямь Ох и Оу сбченія. 

Перманентини»  осямь, лежащить на конусі, соствіт- 
ствуветь параболойдь ударовь. Координати ликій удара кай- 
дутоя изь ур. (65), полагая тань »,--0; тогди получимь: 


ою У-- Мо» 207 Усе 0, 


ехо» то Хто РКО» по КК РРО». | 


Но такь какь ося (Г) пересвкають Ос на разстояніи Б 
оть начала, то по форшуламь (3) можно положить: 


(89) 


А (5 РА (90) 
такь что, помая первна три ур. (89): 
і сезує,-- ху оп'птеУ ооо Ро --аЕ,, 
7 Ж? 2 ан 2 2 А 2 і 3 СЛ (91) 
почту, бо ЗУ бро З УМ» зе (ЖЖ, З Уп) В. 


Уравнивая значеніл І, т, п, Язь ур. (89) я (91), 
получим» уравненія прямой (С): 


(Ху Бг)є, З Кк. у 
(хуНВать Я КД. | 
(Ку ВУХО --уК)п, РРО 0, 


откуда, ноключая 8, Тр. (о, Найдень уравненіє поверхностя: 
(Качьканнвов-Н( РОКАНЖО КК ку)ве-н 
фКдВУБКАВаР ХХ, х.ЮО -Х. Ко 0. 


(92) 


Направляющими плоскостями параболокида служать плоскость 
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хОу в плоскость сопряженная направленію ОМ в'ь злянпсонді. 
Текь какь линій ударов»ь, лежащія на параболонд', параллельни 
. Шоскости хОу, то опреділимь, на какомь разстояній 2 оть 
зтой плоскости находится та изь них, которой соствітетвуєть 
какая-либо перманентная ось МІ, лежащая на конусів. Йибя 
вь виду ур. (59) п (90), опредблимь иязь ур. (64) ве- 
лячнну С,: 





1 (Х;-- з)х.М. . 
З Ка Ку, 03) 
слфдовательно : 
і -- оди І Х Куу,- Х, Ка, | 
оч КО - 7 КК, У 


Сравнивал-же зто уравненів сь первниз ур. (91), полу- 
часи: 
1 ХКу-ХК,х, 
89 Ка Ку, | 09 


Линія удара дпересфкаєть плоскость ОМІ, вь центрі 
удара с, причень прямая Ос есть діаметрь сбіченія ОМІ,, со- 
пряженний направленію М/,. Зная направленів Ос и разстояніе 
2 точки с оть паоскости Оу, опреділим вполнів линію удара. 
Коля воь точки с допустить перпендякулярь сс! на Ог, то 
прямая сс! параллельна плоскоста сОу и уравненів ея проекцій 
на оту плоскость есть: 





у:сев--21У, 

Йоключивь отношенів х,:у, изьезтого уравненія и изь 
ур. (94), получимь гиперболическій параболондь -- мбсто пра- 
хнхь сс'. Геометрическов мбїсто центровь ударовь есть оче- 
видно пересіченів зтого парабохонда сь параболондомь уда- 
ровт, 

Такь как: 


Х Ку, |- х Ку, Ка. КК, 
ьо ЛЬ "р 


соз( СОК ) я» т , | соз(СОТ") яз 
1 
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то ур. (94) можно ваписать: 


Т, Со ( СОК) 
29ОГЕЕ (о СОГ) (95) 





Перианентння оси, лежащія конусів и параллельння осякь 
Ох и Оу січенія, шивють нанменьшія угловня скорости. Йхь 
внзнвають ударн, направленния по производящимь  парабо- 
лойда. боотвітетвенно параллельнним» осямь Оу и Од. Полагая 
вь уравненіяхь прямой (С) сначала пре 2,з- 0, а затв» 
орчойот-0, получниь координати 2" и а", 2" и у"' точекь пере 
сфченія зтихь производящихь сь плоскостями 202 я 602: 


МИТЬ СУ 
сор» ро 
"ї Х, " К 
27 р'УГОВ 


8 12. Пержанентиная ося, лежащія в» одной плоскости (зм), 
обертивають параболу, и веб парабохн, лежащія в шарах 
лельннхь плоскостяхь, образують конуєь втораго 09щпорядкв, 
вершина котораго лежить в» центрів йинерцій, и притомь ко- 
нусь, нормальний кт» конусу осей. Но конусь нормальний к»ь 
конусу (82) будеть представлень уравненівнь: 


Кун КУ ХХ Хуг ЗК ХХ же 
и 2 К,гу-- 0. 


Позтому для полученія параболн, лежащей вь плоскостя 
(тт), перпепдикулярной кь ОМ, нужно внести 2--Ї вь урав 
неків конуса; получии; 


(ка Ку) Х з Ув(акуч ака зве 0. (96) 
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Изв'стно, что сбченів двухь конусовз, нормальних друг 
кь другу я имбющихь общую вершину, какою-либо пдоскоєтью, 
суть крявня обратння (роіагтесірток) по отношенію кв обнова- 
нію перпендикуляра, опущенпато из» общей вершянн на сфькущую 
шоскость 1). Пусть напр. 48 (фиг."7) есть касательная в» точкВ 
А кь гиперболі свченія плоскостью (т) конуса осей. Опустивь 
язь М перпендикуларь ДІВ на касательную, найдем»ь на ненф 
такую точку А,, чтобн: 


МА, МВ -- Ва, 


точка А, будеть принадложать параболб. Знакь нинусь в» 
отомь уравненін цоказнваєть, что разстояніяд МА, и МВ от- 
кладнваются в» прямопротивуположную сторону, Однако зти 
разстоянія будуть  откладнваться вь ту-же сторону, если по- 
стройть параболу юбратную кривой пересівченія конуса осей, 
нифющаго вершину вь М, сь плоскостью хОу, т. в. кривой (93). 
Дія постровнія вершини параболи достаточно продолжять ОМ 
до ветрічи во второй разь сь гаперболой и постройть каба- 
тельную кт ней вь зтой точкі; точка парабоян, соотв'втствующая 
отой касательной, и будеть єя вершиной. 

Для получекія гиперболойда ударовь, соотв'вВтствующаго 
перианентинизь осям», обертнивающимь параболу, положиюь вь 
ур. (65) (2-0. тогда получимь: 


і се ХЕ, те Хот по КЕ Ку, (97) 
Воспользовавшись затфиь ур. (90), мм получимь для 
їпній удара уравнепія: 
Буг. --уУ«( 2 -К Х,) з 0. 
Пагу--є (Пе КОХ.) 0, 
у (Ба -- К )--а«ЛПу -- К,) «а 0, 


") Заїтоп - Кіейівг. Апаіубівсне (Цеопеігіє дез Кашцтев, Іеіргіє. 
1879, І. р. 167. 
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Остаєтся шисключить отоюда 2, Уро 2, ДЛЯ ПОУЧеКІЯ 
нскомой поверхности : 


ВХ--Х,)ху-ВКуг--ВКоааг- Как Ху- б. (98) 


Гаперболондь проходить черезь начало коордянать я 
нифеть вь числь свонхь образующихь ось Ох й двв другія 
паражлельння осамь Ох и Оу січенія. Координати центра: 


К, Кк, хх, 
а ор? вер аеро З (99) 


и уравненів поверхности, отнесеннов кь центру: 


(ХХ, 


о 


2Х,--Х,)ху -2.Куг--2К,л2 -- 

Для опредфленія величини й направленія осей буденб 
нибть тв-же ур. (55), какія шк нивли для конуба осей, так» 
что имбя вт» виду ур. (87), получимь уравненів поверхностк, 
отнесеннов кь центру и осям»: 


ра?зру ре Би -- Й), (100) 


Так» какь ось Ог есть одна изь образующихь гипербо- 
лонда и именно того рода, кь которому принадлежать пера: 
нентиня оси, то черезь начало координать проходить образующза 
другого рода, пересфкаємая перманентннин осями, З9та обра" 
зующая всть діаметрь ОМ, сопраженний плоскости сбченія, 
Бози (2, по 0) величини, опредблающія направженів одної 
нер осей (Г), то жинія удара пересфкаєть ОМ, в разстояній 
р оть начала вь точкв М, координати которой: 


ХК, ХК, ХХ, 
т'Рто'гет: 
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Для опреділенія р воспользувися послідним па» ур. (97): 


пос Мібьте БЕ, З у Корее бо З Кіт. ; 


вставивь сюда вифсто г, й у, координати точки М, полу- 
чин»: 


о т КЕ, - Кіль 
РАВ ХкКеЕнНХК,, 


нли, каєь при виводі ур. (95): 


ТК сох(ГОТ) 2 Кк сог(ГОТ) 101 
рак ТЕ со(ГОК) З Ксоз( ОК) соз(ГОК) . ( ) 


дтин» разстоянівиь й свонйм»ь направленівємь линія удара 
вполиВ опрецілявтся, 


0 13. Точка на перманентной оси (Г), названная пержа- 
нентиниг центром», йграєть очень важную роль в» механикб. 
Овна обладавть тЬмь свойствомь, что центробвжння сили, раз- 
вивающіяся при вращеній твердаго тіла вокругь перманентной 
оси, при приведенін ихь кв отой точкв оказнваются еквива- 
ї8итнний ОДНОЙ сихб, моменть-же парн равень нулю. Подь 
вліянівжь совершеннаго удара вращенів вокругь оси (Г) про- 
ноходить совершенно свободно лить вь первьй моменть. Если- 
хе кн желаєнь, чтоби и затбиь тіло вращалось вокругь 
той-же оси, то ев нужно укріпить вообще говоря в» двухь 
точкахь. В том только случай, когда одна йзь точекь при. 
крвпленія совпадаєть сь перманентнюмь центром'ь оси вращенія, 
укрвиленіє в» другой точкі явдлишне, такь как» центробіжиня 
снів, развивающіяся при вращеній, полностью уничтожаются 
реакцієй первой точки. Наконець, вь еще более частномь 
случаб, когда пержанентная ось совпадаєть сь одной нь 
тлавнвхь осей янерцій, центробвжнкя сихн оквивалентии нулю, 
такь что всяков укрВпленів оси вращенія излишне. 
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Укажень ветодь, предложенинй Веїітаті 1), для получекія 
координать перманентинхь центровт, видоизийнивь его такяхь 
образом», чтобн результать ке зависбль оть ввмбора коордя- 
натинхь осей, и слвдовательно ость вида уравненія комплекса. 

Вь силу первнх»ь трехь ур. (63), а также ур. (5), бу- 
демь нибїть: 


бКо Тріо ооо 0 з 


02 
і Хо тро Р пул. (99 


Решив»ь оти уравненія относительно откошеній 2, разі» 
получну» : 


Хо Уа ЄТь (Мово Побіо)3 з 
пон або (обо з іо (103) 
т чн УЛ 
гдв г, у и 2 координати какой-либо точки прямой (Г), в жно- 
житель а--козффиціенть пропорціональности, Ми удовлетворим» 


втимь  уравненіямь, если, оставивь В квопредівленини», , по- 
ложим»: 


таз (82, Й), узе(бт, т,)а, 2 «(87 кп,)а. (104) 


Такь могуть бить представдени координати  какой-ав0 
точки прямой (Г). Перкжанентньй центрь можеть бить опреді- 
лень какь точка шересівченія прямой (Г) сь плоскоєтью, аро- 
ходящей черезь соствітствующую прямую (С) перпендикулярно 
кь (Г), т, е. сь пдоскостью: | 


(у Ус ЄРо -чі) ( подо дофіо) ї (г Х, - Фу, ої) о Кер обо) 
"- (х Рогу Хот (ро ТоАо) 0. 





п) Е. Веібгаті. 5аїв івогів десії ввві ді гоїввіопе. Сойесіапеа ів 
пешогіат (СЬеНнпі. р. 340. . 
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Вь самоюь ділі, ота шплоскость прохедить черезь пря- 
хую (С), такь какь первне мкожители трехь членовь бвой 
части суть хбвна части уравненій прямой (С); кром'іь того она 
перпендикулярна кь прямой (Г), такь какь уравненів я можно 
представить вь виді: 


Ж и "У з (пом обо ) б тА боМо) п 
"1 порогу подо). 


Преобразувюь правую часть етого уравненія, на основаній 
ур. (103). Козффицієнть при і, можеть бить представлень 
Вь ВИД: 


а (Во 1 Уа 7 бо) Рава Б ТоТо ЧЕ Побо). 


Унноживь внраженія подобння зтому на і, т, х п,, 
сложимь; тогда, якбя вь виду, что возвашан в» квадрать й 
складнвая ур. (103), каходинь: 


| 1 
ту по Ето о) Сова Б таль ее жо» (105) 


получимь уравненів искомой плоскости в» окончательной фориї: 


варте ее І (106) 


а . 
Внеся сюда вивбсто 2, у й 2 ихь значенія (104), полу- 
чий соотношенів, которое доджно нміть місто между а и 0 


вь случайв пержанентнаго дентра: 
1 
ВВ ЧЕ по ЧЕ о) У во ЧЕ вт ее (107) 


Подставляя ур. (103) вь ур. (62) кокжплвкса, уб5- 
динся, что они еку удовлотворяють, если вийсто І, то, Пп, 
внести значенія (63), такь что ур. (104) опредбляють точку 
на перианентной ося вращенія. Отоюда, подобно тому как 9то 
било сдблано для первихь трехь ур. (26) ка стр. 20, легко 

Т, ХІУ. Запис. Мат. Отд, 4 


50 И. ЗАНЧЕВСКІЙ. М) 


докажежь, что ур. (104) не мБняють свовго вида при преоб- 
разованій координат». 

Предположим»ь, что оси координать бовпадають єть глав- 
нний осями ннерцій; тогда будуть нивть мето веб ур. (63), 
я ин получимь изь ур. (104): 


У 


Р ЕН 


7 р; 
бач ЧО Зате 009 
Внеся оти значенія вь ур. (106), получинь: 


«З уз 22 


"айв ї нав З ач8 1 009) 


Если з, у и 2 означають координати какой-либо точки 
М, то ур. (108) дають для каждаго значенія 8 направленів 
одвой изь прямнхь (Г), проходящихь черезь оту точку. Боли- 
же точка М есть перманентиьй центрь, то она должна лежать 
на одномь вв софокуснихь аллипсойдовь, представляєння» 
тр. (109); тогда, какь показнваєть ур. (108), ось (Г) каправ- 
лена по нормали кь одному изь софокуснихь залляпеондовт, 
проходящихь черезь оту точку. Такь какь черезь каждую 
точку пространства проходять три таких» поверхпости й окб 
между собою ортогональнн, то ми получавмь такую теорему: 

Каждая точка пространства служить перманентньхм 
центрома дая трехь перманентньха осей; онть взашмно тер» 
пендикулярнь ці направлень, по нормалямь ка софокусньм 
зллипсоидамаь (109), прожодящимь черезь зту точку 1). 

Разсиотрим» распредівленів перманентинхь  центровь для 
осей, лежащихь вт какой-лябо плоскости. ШПрипявт, за плос- 
кость «Оу шлоскость ей параллєльную,, будем нкіть по 


ур. (97) я (104): 
деза(Х, ї, ом узео(Х, -В)ть геза(К, бо Кал»). 


1) Веійгаші, І. є, р. 348. 
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Такь какь С,2-0, єс2еД. то зр зтихь уравненій и 

ур. (106) елідуеть, что координати  прозкцій разематривав- 
КВ перманентинхь дентровь на паоскость «Оу удовлетво- 
риють таким» уравненіям»: 


х? уз 1 
раза Сто) 
Ки Ку 


Посхіднев уравненів представляєть поляру точки сь коор- 


Кк Кк 
динатамя ї б кь одному изь софокусннхь взллипсовь 


(110), такь что ми кожеюь сказать: 

Прозкцій перманентньхі центровь осей, лежащиті вб 
какой-либо тлоскости., на параллельную єй діаметральную 
плоскость, суть точки касанія касательньиха троведенньхя о 
ца одной ц той-оже точки ка системть софокусньха Зллит- 
сова. 

Методь, употребзенний для розноканія  перманентинх»ь 
центровь, можно приложить также кь опреділенію центра 


удара. 








Обозначивь для краткости: г 
То У. Фо 
Ї ща аз 9 и ТП ж с3 у) (112) 


и ихфя вь виду ур. (29,), получинь вивсто ур. (102): 


І, «тт, пл, 0, 

хо Р Ус То Б 2то 0. 
Решая зтя уравненія относительно отношеній і: т.п, и 
поступая вт дальнійшемь такь-же, какь вт предндущень 


случав, мн дояжли будем» вт окончательномь розультаті (104) 
сділать замку 1, т, п, ка 1, т, п, а 5, то, бот ВА Лоу Упр Є 
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Тогда позучинь для координать какой-лнбо точки хинік удара 
травненія: 


г-а(бннаг) у у рр ДА я де «(вон ле (13) 


Коля зта точка єсть центрь удара, то координати вх 
дояжнь удовлетворять уравненію плосбости, проходящей через 
центрь ннерцій перпендикулярно кь хинін удара, т. 6. плос- 
коти: 


ТКУ У 2.2--0. (119 
Подставляя сюда виїфсто 7, у, 2 их» значенія из» (113), 


получнигь то соотношенів, которошу доджно удовхетворать 8, 
вь блучав центра удара: 


МЕН СИР ПРО 





Коли будень разсматривать одну и ту-же точку, то для 
того чтобн она била центром» удара для хиній удара, через» 
нее проходящихь, необходимо, чтобн 2,» У,» 25 Уудовлетворяли 
ур. (114). Сділавь зту подстановку изь ур. (113), получниз; 

3 3 3 
зов В , 2 аа), (116) 
Рез Ге Ро 





При изибвненій В, зто уравненіє представить систему со- 
фокусних» конусовь 2-го порядка, Такь какь черезь каждую 
точку пространства проходить два такихь конуса и оня вза- 
нино ортогональнн, то получаєтся такая теорема: 

Каждая точка пространства єсть центрі удара для 
двухь линій удара; онь терпендикулярнь между собою м 
ка прямой, соединяющей точку сь центрома инерцій., ц на- 
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правленьь то нормалямі ка софокуснььта конусамь (116), 
проходящимі черезь точку 1). 

Посліднее свойство внтекаєть из значеній для г» У Єуз 
получающихся изь ур. (113). | 

Обратимь вниманів на то, что такь какь центрь удара 
совпадаєть сь основанівмь перпендикуляра, опущеннаго изь 
центра инерцій на лянію удара, то какая-либо точка М бу- 
деть служить центромь для тіхь ударовь, лппій діфйствія ко- 
торихь перпендикулярні кь ОМ. А такь какь мн знаєм, что 
такихь зиній дві я оніф парахлельни осям» сіфченія здлипсойда 
обратнаго зллнпсоиду инерцій плоскостью перпендикулярной кв 
ОМ, то отсюда слідуєть, что посябдняя теорема заключавтся 
уже вь тіхь уравненіях», которня били внведенн в» Ї главв 
для опредбіленія направленія осей какого-либо ебвченія: Нужно 
только вь ур. (42), (40) я (40,) замінить а?, 0? и с? об- 
ратинии ихь значеніями й тогда получимь ковусь (116) и 
паправленія линій ударов», какь он'в даются ур. (113). 

Какь видно изь ур. (61), я вь случаїв когда система 
нмпульсивиніхь силь везнваєть вращенів, ось нмпульсивнаго 
винта (С) параллельна оси момента прямої (Г), т. ве. прямая 
(С) перпепдикулярна кь плобкости, проходящей черезь центрь 
инерцій и ось вращенія. Точка, вв которой зта плоскость пере- 
ськаєть ось (С), називаєтся центрома шцмпульса, а проокція вя 
на ось вращенія -- центром5 вращенія; вт» втихь точках» 
прамня (С) и (Г) пересфкаются йхь кратчайшимь разстоя- 
нівнь. Аналитически положонів отихь точект опредфляєтся уже 
инних формулами, на которнихь ми остававливаться не будет, 
такь какь при изсяВдованій распреділенія самихь импульсяв- 
ннхь винтовь и осей вращенія есть возможность, по крайней 
Вр вь тівхь престнихь случоахь, которня разскатриваются Веі- 
фгаші, прійти инниз путем кь распредфленію 9тихь центровь 


1) Веіігаші, 1. є. р. 347. 
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ГЛАВА ПІ. 


Комплексь осей вращенія, соотвітствующих» 
импульсивими» винтамь даннаго параметра, 


8 14. Перейдежь теперь кь болве общему случаю, когда 
на твердов тіло дійствуєть система нипульсивньихь силь, при- 
водящаяся кь нипульсивному винту даннаго параметра. Силу 
удара ин опять предположямь равной единяці, такь какь ока 
вліяєть только на величину угловой скорости, а не а пол0- 
женів оси вращекія. 

Ми уже виділи, что импульсивнне вянтн даннаго нара- 
нетра р визнвають вращенія вокругь лучей комплекса: 


ав ад ФУР кім )є-0, | (МТ) 


и воли (5, ор» - -) БООрдинатн одного какого-либо луча (Г) 
отого комплекса, то сосотвбтствующій ямпульсявний ВвИнть 1е- 
жать на пряжой (С), координати которой (х,, Ус. -) ОПРО- 
дбляются по формулам» (26), гдіВ нужно будеть положить т--0: 


2 о оз У "У Моз 2 Чо 


і, яв а'Е т, яблуню то ше ру, (18) 


дти уравненія постровнн в» предположенія, что за оси 
коордянать принятни главння оси ннерція. В» томз-же случав, 
когда за ось О2 взята какая-либо пряная, а за оси Ох к Оу 
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оси перпендикулярлаго кь ней сбченія зллишсоида  ннерцій, 
вийсто предидущихь уравненій будемь иміть такія: 


Хо Хар РУ Ко Еомо У Со) Ко Стомо ЧЕ ба) 
--рХ У мо УР. (119) 


То Хо і, - Х,», "- КС рі 
Ус -6Ио» т, о- Ху "б К.С --Юио» І 20) 
гот) Пон КЕ Кут, РО, --юм,. 


Оси (Г), вращенів вокругь которихь пройсходять сь оди- 
наковою угловою окоростью 0, по прежнему кабательнн кь 


. 1 
сфері, радіусь которой равень "ме: Вь случаб осей вра- 
0 


щенія, лежащихь вь одной плоскости, сфера хожеть бить За- 
нінена, какь вь 59 10 и 12, окружностью пересіченія вя сь 
плоскостью, и вопрось о нахожденій осей сь данной угловою 
скоростью приводится кь нахожденію общихь кабательнихь кь 
окружности и той кривой, которую обертнвають оси, лежащія 
вь плоскости. Вь случав осей, виходящихь з» одной точки, 
хожно разсматривать пересіченів ихь конуса сь конусом» ка- 
сательннхь изь той-же точки кь сфері. Вибїсто конусов»ь можно 
разсматривать кривня их» січенія сь діаметральной плоскостью, 
какь ото било сдфлано вь 8 11; общія точки зтихь кривнхь 
будуть двоботвівтствовать осямь сь одною и тою-же угловою 
скоростью. СоотвЕтствующів импульсивнне винти могуть бить 
найденн каждній развь по общимь правилам», какія будуть 
даваться для перехода оть оси вращенія к» соотвівтсетвующему 
нипульсивному винту. Ми не будемь вь дальнійшемь останавн- 
їиваться на зтихь вопросахь, зам'Втимь только, что нмпуль- 
савнне винти, вьзнвающів вращенія сь одною и тою-же угловою 
скоростью, дояжни во первихь принадлежать кр комплексу (29, ), 
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во вторихь вБ другому, уравненів котораго получатся, сік 
ноключить й, Тр бо ЯЗ Ур. (66) я (118): 


ідррам о (туру, по ре» 
ка) нео (еу) з шен 


а? 





такь что дохжнн бить общими хучами зтяхь двухь комплек- 
совь вторяго порядка. 
8 15. Подставляя вв ур. (117): 


Ежеф, паст, мух, (131) 


ин о видЯюь, что оно ке удовлетворявтся , такь что в» 
отомь случав нфть осей вращекія, параляєльнихь  какой-лябо 
ося Ос шнерція. Сділавь ті-же положенія вв ур. (119), кд- 
ходии: 


Кб. 4 Ки бо Р ро) - 0. а 22) 


Обозкачивь черевь (2, У, ) коордвкатн точки 7 (фиг. 8), в 
которой ось (Г) пересфкаєть плоскость 2Оу, будем нкібть: 


Х, -убо Рогоо бо» 


такь что по внесеній зтихь значеній вь ур. (122), получян» 
місто точки ": 


р(х1-НУ1) - Ку КК, 0. І 23) 


дто есть окружнобть, касательная вь началі координать 
кь прямой ОТ к переськающая оси Ох и Оу еще в'ь точкагі 


КК. 
А и В, отстоящихь оть начала на равстоявіяхь-- гі о 


координати центра С" круга: 


й ато) С ні (14) 
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Й так»: 

Параллельньия оси вращенія образуютз прямой кругльй 
цилиндро, проходящай череза центра шнерцій. ЙВторая ось 
ке радіусу вектору зллитсойда ишнерцій, паралледьному об- 
разующима цилиндра, нормальна кь цилиндру. Радіуєсь ци- 
диндра обратно пропориуюналеньа параметру цмпульсивнало 
винта. 

Одблавь положенія (121) в» ур. (120), получнив для 
координать прамой (С): 


То те Хо Чий 1 Р 2 Я 0, 


125 
і - КОС ро» ТУ КР по я Рео 


Пряамая (С) пересфкаєть шплоскость ОТГ вь центрі с 
нипульса; ось О2 пересіфкаєть подь прямниь угломь кратчай- 
ліве разстоявів су, между осью вращенія и нмпульсивнни» 
винтом», разділяя его ка дві части 4,220 й 9С--б,, ПИЧОМ', 
какь показнваєть посябднее уравненів (ср. 6 10): 

58, з- Р. (126) 

Кратчайшеє разстоянів между осью вращенія ц им- 
пульсивньимо винтома раздьляєтся трямой, проходящей че- 
резв центра шнерцій ц параллельной оси вращенія, на доть 
части, троцзведенів которьить равно обратному значенію 
квадрата тараалельнао оси вращенія радіуса вектора 2а- 
липсоцда шнерціи 1). 

На обскованія ур. (125) уравненія прямой (С) когуть 
бить написанн вв форибв: 


рату Куб 0, 
220 РУ Каботт0, 
ух. СУ, РО, - 0, 


3) Р, Тагаста. Й шобо деі вувіеші гідріді. Рейоува. 1868, р. 42. 
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такь что, ноключивь отсюда х, У й (о, Получимь  м'Всто 
прянхь (С): 


Ре. Куа2-ЬКуг-Куу--Кура-- Рр'--0. (1217) 


дто кгиперболическій параболойдь, одна направляюща 
плоскость котораго параллєльна шплобкости, сопраженной на- 
правленію пряннхь (Г), а другая перпендикулярна кь отикь 
пряну». 

Такь какь нипульсивнне винтн параяллельнни плобкоєти 
«Оу, то можно кокать разстоянія 2, на которихь они нахо- 
дятся оть отой плобкости, вь зависямости оть угловб, образо- 
ваннихь нини сь осяки Ох и Оу сбченія. Йзь ур. (122) 
пуфень: 


ооо 
0" КаКуг | 


даліе, на основанін перваго изь уравненій прамой (СУ: 


аворон чн 
Уотя Ріг Ка РКу, і 


соткуда получни»: 


Кохо-- 10 


Иифа-же вь виду, что К, и К, пропорціональни направ» 
зяющимь косянусамь прямой ОТ, ввкраженів для 2 можно на- 
писать так»: 


шерід (СОУ. (199) 


Ото уравненів вмісті сь ур. (126) опредбляєть вполії 
положенів нипульсивнаго випта, 
Такь какь кратчайшеє разстоянів су, между осями (С) 
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(Г) параллельно шхоскости хОу, то уравненів проекція втой 
пракой на зту пхоскость будеть: 


уран 2 Мо 
Совдинивь ото уравненів сь ур. (128), получив»: 


1/-- Ва? 

Такимь образою прамня су,, лежать ка гиперболическомь 
шраболойді, направляающими плоскостяки котораго служать: 
одна перпевдикулярная кь прякнкимь (Г), другая перпендику- 
зярная кь прямой ОМ, составляющей сь направленівм»ь (Г) 
пару осей зллипсонда янерцій. ШЦересіченів параболонйда ст 
циянндромь (123) есть кривая 3-го порядка, представляющая 
мокетрическов мето центровь вращеній вевхь параллельннхь 
осей (Г), предполагая, что параметрь импульсивнаго винта 
сохранявть одно и то-же значенів р. Для полученія поверх- 
вости, на которой лежать оти кривня, мі должнн неключить р 
їзь ур. (123) и (130); нолучинь плоскость: 


Ку--Куее 0 (131) 
ї поверхность третьяго порядка 1): 


що Куу-К,х 


, 2 с 23-ру? (132) 


Но, какь показнваєть ур. (123), вь плоскости (131), 
проходящей черезь ось Ог и прямую ОТ, лежать только 
центри вращеній, соствЕтствующів ро-- 0, т. 6. перманентине 
центрь, причемь, кавь мн знаєм», они образують вь ней рав- 


1) Ср. обь втомь у Всійгаші, 1, с. р. 354. 
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носторониюю  типерболу (8 10); остаєтся слідовательно роз 
смотріть поверхность (132). 

Повернувь оси коорданать Ох и Оу ка уголь 9, поз 
чимь уравненіє поверхности вь форяї: 





«(а3-уту--(К, соєр-Н Квіпеуа (Ку віпрНКусовруу, (135 


откуда видно, что всякая плоскость у--(), проходащая через 
ось Ос, пересвкаєть поверхность по равносторонней гиперболі 
представляющей вїсто центровь вращеній лежащихь в не 
осей (Г) 1). Положивь вь ур. (133): 





К 
і9Фа- ГА у 0 й 
получинь гинерболу, лежащую вь плоскости 2ОТ: 


зас КК. (13 


Поверхность (133) пересфкаєтся плоскостями г--й п 
кругамь, уравненія которнхь, предпохагая, что прянзя ОТ прі 
нята за ось Ох: 


а-рузу ча У КІ-К. (135 


дти круги касаются плоскости О0Мє, й ихь центри з 
жать вь плоскости О Те на равносторонней гиперболі : 


1 рун 


паражлельной тилерболв (134). Подставявь вь ур. (13: 
опять 2 виїсто Й и похоживь затіиь гетто, убВднися, я 
вбякая плоскость, проходящая черезь прямую ОМ, пересічет 


1) р. Тигазта, Ї. с. 5 73. Ом. также у Ввібгаші, 1. с. р. 357. 
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юверхность ло зллипсамь, прооктирующямся по кругамь ка 
шоскость аОу. Для полученія поверхности, на которой ле- 
гать цдентрю импульсовт, мі должни ноключить р язь ур. (127) 
(130); получимь дві плоскости: 


зоз0, Ко-Куу- Рез-0, 


лухащія направляющими плоскостями параболояда (127). Со- 
диняя послідневе уравненів сь ур. (127), получимь новую 
поскость : 


Ку--Ка-к Рреє 0, (136) 


ютрая своймь  перес'вченівмь сь послідней низь направляю- 
цихь плоскостей  опредбляєть прямую--геометрическов ибВсто 
ентровь нмлульсовь, соотвітствующихь данному значенію па- 
акетра р 1). Прямня, соотвітствующія различнниь р, пере- 
йкають плоскость «Оу в точках, лежащихь на прямой (136), 
Равиені6  которой получится также, если внести 2 -- 0 вь 
равненів (121) параболоида. 

5 16. Ур. (117) показнваєть, что Ввь главннхь плос- 
зстяхь инерція не существуєть осей вращенія. Для нзсхбдо- 
злін-же распредвленія зтихь осей вь какой-либо другой 
ізиетральной плоскости, положниз» вв ур. (119): 


Хот Рота, 0,220; (137) 
отгда похучниз: 


КЕЧ Ко род. (138) 


Но уравненів прякой, лежащей вь плоскости Оу, сь 
бюрдинатоми 5, По» Уог-і есть: 
УЗо- 216 120, 


«ака а сечо 


1) Д. Тагог2а, І. с. 55 71--13. 
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постому ур. (138) внражаєть, что оси вращенія проходят» 
черезь точку 2" (фит. 9), координатн которой: 


синиетрично расположенной относительно центра инерцін сь тої 
точкой 2, вь которой прямая ОМ пересфкаєть цилиндрь обсеї 
перпендикулярнихь кь діаметральной шлоскости: 

В» каждой діаметральной плоскости, за шеключенм 
злавньха таоскостей шнерцій, есть пучока тервазо порядка 
осей вращенія, вьізьваємьта шшмпульсивньми винтами дан: 
нало параметра. Центра пучка лежштьа на второй оси кз 
нормали ко плоскости, ва разстояніц ото центра  цнерцій 
обратно тропорціональнома параметру. 

Для полученія соствітствующихь импульсявньхь винтов» 
внесемь значенія (137) вь ур. (120); получим»: 


аото0, у, 7-0, РА 


| (140) 
іо Хо ооо вічко род, 


Такь как» зти уравненія р не содержать, то изь них кожео 
получить тіф-же слдствія, какь вт 5 10, Ймпульсивний виять 
перпендикулярень кь діаметральной плоскости, пересфкаєть єв 
вь центрі випульса с, причень ось (Г) параллельна діанетр: 
центральнаго валипса (90), сопряженному направленію Ос. Пр 
переході оть одной оси (Г) кь другой ей параллельной, Па- 
раметрь нипульсивнаго винта будеть мбіпяться, а центрь ( 
импульса будеть перемвщаться по прямой Ос, сопраженной 8» 
центральномь еялхипов ваправленію (Г), Если (Г) нзибвят» 
свов направленів и станеть параллельной Ос, то прямая, З- 
нимавнає центрами импульсоврь, станеть параллельной первова- 
чальноку направленію (Г)!). Продолживь Ос до ветрічя вз 


0. Тиагагга, І. с. 5 76. 





пора 
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точкв с' сь прямої (Г), получимь между разстояніями Ос и 
Ос! состнотеніє (81), такь что когда точка с"! сдіфлаєтся цен- 
трожь импульса, точка є будеть лежать на соотвітствующей 
оси (Гу2), Обозначивь по прежнему черезь 2, и у, коорди- 
нати точки с, будень йибть: 


у т 
беж» то 


На обсновавій зтихь уравненій и ур. (139), ин кожен» 
написать ур. (138) вь виді: . 


схо У 
зу Ву іє). 
х,"Х, 


Ото уравненів показвваєть, что центри нипульсивнихь 
винтовь одинаковаго параметра лежать на полярб точкб М 
относительно центральнаго зллипса. Йипульсивний винть пе- 
ресфкаєть лоляру вь той ея точкф, которая лежить на діанерв 
сопраженномь направленію оси вращенія. Крок того, так» 
какь уравнеків шпостроено вполив симиетрично относительно 
относительно координать г, У, и 2", У", то получаєтся такая 
теореза "): млсто центровь удара, соотеьтствующить осямь 
вращенія, прододящима черезь одну ш ту-же точку, єсть ось 
вращенія, соотвьтствующая зтой точкь какь центру 
удара. 

8 17. Ми виділи, что вь тоюь случав когда ро-0, т. 6. 
вь случав удара совершеннаго, перманентная ось характери- 
зовалась тім, что опа била параллельной оси сбченія зллип- 
сойда нлерцій плоскоєтью момента вращенія. Таким» образом» 
каждая прямая О2 пересіфкалась цодь пряннив углохь двуня 
І 


| 
2) ). Тигазіа, 1. с. р. 43. 
| з) Зта теорема для схучая перманентньхь осей. лежащихь вт ОоднОй 


Гнаь главньшоь плоскостей инерціий, доказана Роірвої: Заг Іа регешевіов дев 
| согра, їіоптійе, оптові. Т. П, 1857, р. 328. 
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системани осей (Г), соотвітотвенно пароллельними осямь Ох: 
в Оу січенія нормального кь О2. Посиотримь, какь располо- 
женн вь боліе общем»ь, разоматривавномь теперь облучав, оси 
вращенія (Г), перпендикулярння кь какой-либо пряжой 02, про- 
ходащей черезь центрь ннерцій. Полагая для отой ціли вь 
ур. (119): 

соттУьго 0, (141): 
получни»: Ли | 
Худо Хорото- РОЮ ЧЕ ро) се 0. (142) 


Обозначинь  черезь 2 разстоянів 0; (фиг. 10) оси вра- 
щенія оть центра икерцій, а черезь а уголь, образованний ею 
сь осью Ох; тогда: 








соза зіта 
В, -- Р 3 Чо Ба 2 ? ( 1 4 3 ) 
ХолеооЄтсттутвМИ, | моте вого СОВа. 


Подставивь оти значенія вь ур. (142), получийг: 


(СХ, -- Ха)зінда. 
о 











ат р (144) 
или, 6сли х и у текущія координати оси (Г), то: 
ідазтеу:а, 
и 
Х--Х, зу 
аеро у (145) 
Ото цилиндройдь 1) сь главнний параметрами б а - 


р 


построеннния на осях» січекія: 
Ось вращенія, визьваємало цмпульсивнььма винтома дан- 
наю параметра, єсть образующая цилиндроинда, злавнья оси 


В А 


1) Довольно подробноє опкевнів цилиндрондо м его євойствь можно 
найти напр., у ЗеїпейГя: «ТЬеогів йег Вемерапс цпі йег Кгаїо». Їеїраїд. 
1880. ІІ, Сар. Х. 
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которало суть оси стьчанля залитовида цшцнериіи плоскостью 
момента вращенія, а злавние параметрь трямо тропорціо- 
нальнь осямі сьченія ц обратно пропорцаональнь параметру 
чмпульсивнало винта. 


т 
Нанбольтієв значелів 2 соотвівтствуєть направленію ас -1- 


я ЄСТЬ: 


Р (146) 


Ксли ка каждомь радіусів векторів откладнвать по 065 
стороян оть центра инерцій абсохютноє значенівє разстоянія р, 
то получится поверхность, обладающая тімь свойствомь., что 
за 68 предблами віть осей вращенія, вь томь синслб, что 
рахіусн вектори поверхности суть вавбольшія разстоякія, на 
которих», считая оть центра инерція, могуть существовать такія 
оси, Ми получимь уравненів зтой поверхности, отнесенноєб кь 
главнниг осям» инерція, если вь ур. (146) замвнимь внра- 
женів (Х,--Х,) его значенівиь изь (54) и внесемь затіиь 


хх у с 
зла лото р вийсто єс, 8 и у; тогда получимть поверхность 


Р Р 
тестаго порядка: 


Ар'р'єе Ага" -ь Вуу"-- С12'- 2 А Вау" 28, Су" СА я. 


Иипульсивний вянть (С) пересфкаєть плоскость ОТГ вь 
точкВ с, центрі ямпульса, и кратчайшев разстоянів су, разді- 
їявтся нлоскостью хОу вь точкі дна дві частя ду,-22 и дсе-2, 
произведеніє которвхь равно обратному значенію квадрата на- 
правленнаго по Од радіуса вектора зхлипса сбченія, т. 6.: 

22 7- Хбозда - Хбіпда. (147) 


т 


Такь какь кратчайшее разстоянів сР между осью (С) и 
осью Ос: параллєльно (Г), то, внеся вв ур. (147) виїсто 2 
Т. ХІУ. Запис. Мат. Ота. 5 
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его значеніє изь уравненія циландройда, получнизь місто пра- 
мнхь сР: 


3 
рр Ро 48) 
ХХ, ху 

т. 6. ту поверхность, на которой должнн находиться центри 
импульсовр. Такь какь сь другой сторони они дояжнк на8х0- 
диться на цилиндрической поверхности., описнваємой кратчай- 
тими разстояніяни су,, То найдем» основанів цихиндра--яБсто 
точки 9. Радіусь векторь Одаср, очевидно равень моменту праной 
(С) относительно оси Ог, а вибсті сь тбфиь тоть-же моженть 
даєтся посябднимь изь уравненій (120), гдів виїсто 5, Ту. --: 
нужно будеть внести ихь зкаченія из» (141) и (143); такниз 
образом» получим» : 


Що К соза-- К,Зта 
1 г і 

или, Ззанфнивь с его значенівиь изь (144) получимь кравую, 
описнваємую точкою 4: , 


(2-Х )ху -Р(К,є 5 К,у)- 0. (149) 


дто равносторонняя гипербола, ассимптотьи которої парал- 
зельнн осямь січенія. Пересіченів прямаго цилнндра, нибфю- 
щаго вту кривую своймь основаніємь, и поверхностя (148) 
есть кривая--иВсто центровь импульсов'ь, а перес'вченів того-же 
цилиндра сь цилиндрондомь (145) даєть кривую., занимаєную 
центрами вращеній. дти кривня будуть видоизиїняться ст й9- 
міненівиь параметра р, но всегда будуть лежать на повері- 
ностяхь, уравненія которнхь получаются исключенівнь р С» 
одной сторони между ур. (148) к (149), сь другой - - нокл) 
ур. (145) и (149). Такииь образожь получимь для повер. 
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ности центровв ударовь конусь втораго порядка, сь вершиной 
вь центрі инерціи: 


ха Ху Ка Кує -е0, 


а для кбста центровь вращеній уже язвістную вань поверх- 
ность.третьяго порядка: 


Ка- Ку 
72 4 у2 у 


8 18. Обратиися теперь кь изсжВдованію конуса осей 
вращенія, проходящихь черезь какую-либо точку М простран- 
ства. Принявь ОМ за ось Ог вь ур. (119) и (120), можно 
будеть похожить: 


0МА-В, хто воТВЕ» мит. (150) 


Коли перенесе» ося координать параллельно самим» себі 
вь точку М, то виїсто 5, Тр, Со можно будеть писать текущія 
координати 7, у, 2 оФбразующей конуса. Такинь образонь 
тур. (119) преобразуется вт таков: 


рЕ(а" ну") (Х- -Хлу  Кууг--Кугче0. 0 (151) 


дтоть конусь обращаєтся вт конусь перманентинхь осей 
при р--0 я вь целиндрь параллельнихь осей при Б--00, при- 
чень для полученія уравнелія цилиндра нужно преобразовать 
предварительно уравненів ковуса кв центру иверція. Положивь 
вь ур. (151) а22-е-- В, получимь кривую січенія конуса плос- 
костью 2Оу: 


рія"--у)--(Х, - Х,ау--КуКу-- К.Ба--0. (152) 


Кривая пря вевхь значеніяхь р и Й касаєтся в» центрі 
ннерцій прямой ОТ; ассинптоти вя параллельнь двумь обра- 
зующимь цилиндройда, проходящимь черезь точку М. Пока зти 
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образующія дійствительни, кривая--гипербола, вь крайнихь 
точкахь цилиндройда дві образующія дбливаются вт одну, й 
кривая станеть параболой, наконець, когда точка М виходить 
за предблн целиндройда, кривая сбвченія єсть зллнпс». Какь 
видно язь ея уравненія, кривая при всякомь значеній Б про- 


К 
ходить через точки А гі о) и во, 1) (фит. 8); 1в- 


жащія ка осяхт сїченія, тв точки, вь которнхт оти оси пе- 
реєвкають цилиндрь осей паразлельнихь 0 М. Координать центра 
С" кривой суть: 
а" ПО 7 2рВК, п СХ, -Хз)К, 
4р282--(Х,--Ха)б 


рану 2рЕк, -(Х, - ХК, 
го артна--(ху-ху 
Боли обозначить черезь С" и С, цептри круга и гипер- 
болн, получающихся вь ббченій, если положить один» разь 
Во-оо, другой разь р--0, то точка С" разділяєть разстоянів 
х--ХУ 
С'С, вившне вв отношенін ( - 2 ') :р'В. 
Каждому зкаченію параметра р соств'втствуєть на праяной 
ОМ такая точка, что соботвівтствующій конусь осей вращенія 
обращаєтся в'ь дв8 плоскости. Розкекивая убсловів зтого обра- 
щенія изь ур. (151), получимь: 
сх--Х,)КК, 
Вон НО. 
Р КЕ 
Геожетрическоє місто такихь точект составить поверх- 
ность, уравненів которої, по отноменію кь главнниь осяк 
инерцій, легко получимь, если правую часть ур. (153) пре- 
образуємь на основанія ур. (50), (51) и (53): 
Р Ацу'2"-К Віг'я-КСпа'у")-АВСдуге 0. (154) 


Ото такь назкваємая поверхпость особенностей комплекса 








(153) 





т 
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втораго порядка осей вращенія. Она обладаєть по отношенію 
кь побхвднему не только тім свойствомь, что для вя точекь 
конуси втораго порядка осей вращевія преобразуются в» дві 
плоскости, но также, какь будеть зто видно далбіе, и тіж, что 
кривна втораго порядка, оберткивавмня осями, лежащими в» 
какой-либо плоскости, для плоскостей касательнихь кь поверх- 
ности преобразуются вь дві точки. Мн могли-бн ее получить, 
отнокивая місто точекь Р (6 16), центровь пучковь перваго 
порядка, лежащихь вь діаметральнихь плоскостахь. Что ка- 
саєтся до форин поверхности, то простов язслідованів показн- 
вавть, что главння оси иперцій служать для нея двойними ли- 
ніями, и плоскости, проходящія черезь одну изь них, напр. Ог2, 
пересвкають поверхность по зллипсамь, Бсля предположимг, 
что р)»0, и что шлоскость образуєть сь осью Ок уголь 


Ж т 
2 0, то если 6 изифняєтся оть 0 до о » Дентрь Зллипса ле- 


жить на положятельной оси 02, и ось его, лежащая на отой 
С 
прямої, сначала возрастаєть ють нуля до - р , причемь 


А 
іде ,2 » а затвиь убнваєть опять до нуля; вторая-же 


. В, . А, Й 
ось оть значенія гі убкваєть до значенія ГІ . При из- 


. т 
жіненій б оть ., до т, зллипон располатаются ниже плоскости 


хОу. Подобнов-же произойдеть, если будем проводить плоско- 
сти черезь оси Оу я Ох. Затим», что координатн  какой- 
дибо точки поверхности могуть бить представленн в» виді: 


АВ Ва сов. 
р! у р р" (195) 
тав а, В, У параметри, связанння уравненівм»: 


а2 4 82-р2--1. 
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Подставивь значенів (153) вь уравненів (151) конус», 
находимь ті дв плоскости, вь которна он» обращаєтся: 


Ку--Куажч-0, (156) 
КАК; 

Ка-Куз ох зу ат ; (157) 
1 з 


причен»ь начало координать вь точкв М. Йзь нихь нпервая 
проходить черезгь прямня ОМ и ОТ и по свовну положенію 
не зависить оть того, гдв на прамой ОМ взята точка М, 
вторая-же проходить черезь М и ть точки 4 п В. вь кото- 
рихь цилиндрь осей, соотвітствующій разсматриваємому  зна- 
ченію параметра р, пересфкаєть оси Ох и Оу. ДЬйствительно, 
вь силу равенства (153), ур. (157) удовжетворяєтся, если по- 
ложить (8 15): 
к, к, 


хе о? у--0, ве---Д, или ее 0), у? рр 


при первеифщеній точки М вдоль ОМ, вта плобскость о6бтаєтся 
себф параллельной. 

Так» как» 2 єзУргт 0), то икпульсивнне винти, визнвающів 
вращенія вокругь производящихь конуса, параллельни  плоб- 
костя гОу. Для полученія поверхности, геометрическаго кбїста 
отих винтовь, боставимь уравненів оси одного изь них", вос- 
нользовайтись для отой ціли ур. (120), (150) и (4): 

(Ху Р Во рЕо Ку 0, 
РВЕ ОХ, Ва Ко, (158) 
СК Вау Я (Ко Ку) РО 20, 
и нокхючимь отсюде перемівниня 5, то, Со; ТОГДАа получим: 

(Ку Кун РОРо (РИХ, Х)--(КІ-ь КО) Ва 

Н(К.Х ра К,)Ду- (К,Х,--рЕК) Ва - 
ЖРХХ--Х, КО ХК - Рр'КР-е 0, (159) 
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дто гиперболическій параболондь, одна направляющая 
плоскость котораго параллельна шплоєкости аОу, а другал-- 
плоскости сопраженной направленію 02, Для опредіхенія раз- 
стоянія, на котором'ь нипульсивний винть даннаго направленія 
находится оть плосбкости гОу  опредблиюь С, йзь уравненія 
Конплекса 1 


оо Кр(ао -Н Ув)--СХа Ха со 
К(Кух, Ку.) у 


и внеся 9то значеніє вт первов язь ур. (158), опред'лимь: 


ща КК, --Ку,) --(Х, Ка -Х, Ку.) 
7 Ко Ку.) 


Обозначимь черезь 2! то значенів, которое принимаєть 2, 
если положим»: 


25 :УК:К,, / 


другими словами черезь 2" обозначаєтся разстоянів оть плоб- 
кости гОу образующей параболойда, параллельной прямой ОТ: 


Г ХК ХК . » 
Тогда: 





(Х-- Сн «Гог --К У 
гер вок) Ка Ку 


нан, какь вь 5 15: 


(161) 


--Х)КК, 
2 то (ре ВОЮ боже КІ). 14(С.ОТУ. (162) 


ЕБсли вспомнимь, что импульсивний винть перебс'бкаєть 
плоскость, проходящую черезь центрь икерцій й ось (Г), вь 
такой точкв с (центрі кипульса), что прямая Ос есть діа- 
метрь сбченія, сопряженний направленію (Г), то уравкевнівмь 
(162) положенів нипульсивнаго винта вполив опреділяєтся, 
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В» частноюь случаб, когда между р и Б существуєть 
сооткошенів (153), конуєь осей преобразуєтся вт дві лоб 
кости, а уравненіє, опреділявтев 2, распадаєтся на два: 


Кох, р Ку.-с0, (163) 
Де! 


Изь нихь первов даєть направленів ОМ для тіхь ни- 
пульсивннхь винтовь, которне визнвають вращепія вокругь 
осей, лежащихь вь плоскости МОТ (156) (ер. 5 16), влвдова- 
тельно второв опредВляєть плоскость, вь которой лежать нипуль- 
сивнне винти, визнвающівє вращенія вокругь осей, лежащихь в» 
плоскости МАВ (157). Для полученія ста первой груш 
винтовь можно нсключить (С, изь перваго и стретьяго нзз 
ур. (158), затіюь воспользоваться соотношепієнь между Ек т, 
внтекающимь низь ур. (150) ян (163): 


віття К;: К,, 


и наконець внести виїсто р его значеніе из» ур. (153); тогда 
получимь уравненів: 


| Р ХЖХКІ- ХК, 

Ка КучРечор "кю. --К1І--К. - 0; (169) 
получили плоскость, параллельную плоскости бсопряженной на- 
правленію ОМ вьодлипсонді, результать, которнй нужно било 
предвидіть на основаній изложеннаго в» 8 16. 


Для опредіфленія положенія йимпульсивнихь винтовь В» 
ПЛОСКОСТИ 2 2-2, Зам'Втиюь, что для разсматриваємаго значенії 
р ин будень икіть таков значенів для Є,: 


Х, --Х, 
авт НКЮ-К) (Кох. "б Ку»). 
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Воспользовавшись-же ур. (150) я подетавляя вь третье 
язь уравненій (158) пражой (С), будень нибть: 


о тре За ен "Я як о 


откуда видно, что ишпульсивнив винти, лежащів вь плоскоєти 
Зо-8., Проходять черезь точку. М": 


(165) 
КОКО-РОХ, -Х,)К, , Бурі КІКОРІХ, -Х,)К, 


97 кінкро В'УО 0 КРЮО0 ВО 





при перенвщеній точки М вдоль ОМ, точка М" перенм'бщаєтся 
по другой прямой ОМ", проходящей через» (центрь икерціи. 


Такимь образом», черезь каждую точку М пряной ОМ 
проходить пучокь перваго порядка осей (Г), лежащій в» 
плоскости МОТ; соствітствующіє ижпульсивнне винтн перпен- 
дикулярни кь втой плоскости й лежать вь параляєльнихь 
плоскостяхь (164). Точки М прамой ОМ служать центрами 
н другихь пучковь перваго порядка осей (Г), лежащихь вь 
параляєльннхь плоскостяхь МАВ; соотвітствующів нм винтн 
(С) лежать вь плоскостяхь перпендикуларнихь кь ОМ. образуя 
пучки перваго порядка, центри М которнхь лежать на другой 
пряамой ОМ". Вь зтомь синслв каждой прямой ОМ в систеиб 
осей (Г) соотвітетвуєть прямая ОМ" вь систвиї винтовь (С), 
и каждой точкв первой прямой -- точка на второй. Йзь 
тр. (165) видно, что при данноюь направленій 041: 


ОМОМ'є-сопзі. 


8 19. Поскотримь теперь, каково геометрическов місто 
осей вращенія, лежащихь вь одной плобкости (т). Приняв» 
оси еїченія, параллєльнато плоскости (т), за оси Ох я Оу, в 
норивльний кь нему радіусь векторь за ось 02, преобразувнь 


чи 
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уравненіє комплекса кт осевниь координатань по правилу, 
указанному вь 8 1. Получинь: 


Х, рої Я Х,доцо Рез Р К( РоФо - "іо) " К (доб З Томо)-- 
-- (б а Коб) кб, (166) 


Для получекія обертки вь какой-либо плоскости ин дояжни 
внести в» зто уравненів вибвсто координать их значенія по 
формухамь (7) и (8), подразумбвая подь і, ц, т, коор- 
динатн разсиатриваємой плоскости. Обозначивь черезь Б орди- 
нату 2 точки М пересіченіл нашей плоскости сь осью 02, 
ин будемь нийть уравненів плоскости в» виді: 


2 
-рТІоО 


и нужно будеть положить: 


1770, и то, М п о тю є 


Б 


Перенбнння і, ц, о означають координатн  пережВвнной 
плоскости, пересвкающей данную по прякниз (Г). Коли среди 
безчисленнаго числа плоскостей, проходащихь черезь каждую 
изь прянихь (Г), будежь вюбирать только такія, которня пер- 
пендикуларни кв плоскости (п), йли кь ей параллельной---2 Оу, 


то нужно положить с--(), и тогда внраженія (7) и (8) будуть | 


пропорціональни таким»: 


іде Бі, моти, тос-і1. 


Подставивь вти значенія вт ур. (166), получимь вь ли- 
нейнихь коордикатахь уравненів проекцій нскомой оберткя 
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няй уравненіє вя самой, если перенесемь оси координать па- 
рахлельно ни» самимь вь точку М: 


рі Взриз (ХХ) КИ Ки рез, 
хи вь координатахь точки: 
(Кр ВРЮ ФРЕЗучН| КК арх) ву 
(КАК учнаряк знав КАХ харак, З 
з (ско гу аривг) ве 0. (167) 
Во всбхь случаять, когда р отлнчно сть нуля, вто кривал 


центральная и координати центра : 


Кк, 
др 





Гб 


при перембщеній плоскости параллельно башой себі, центр» 
перемвщаєтся по прямой, перпендикулярной кь пхоскости сб- 
ченія и лересбкающей взту плоскость вь точкв, раздвляющей 
пополам» разстоянів ОР" центра инерцін оть центра пучка осей 
вращенія, лежащихь вь діамотральной плоскоста. При изибвне- 
ній параметра. дентрь опишеть прамую парахлельную прямой ОМ, 


Уравненів обертки, отнесеннов кь центру, будеть: 
(0-Фр'В)Р--2 (кк,- орАСЖу ко) вен 1-Фр'Б)м'-«4р", 


Окна обращаєтся вь двв точки, если между р и Б су- 
ществуєть соотношенів : 


Кр -АР'ВЮ -4р'вУ (КК арвх, з); (168) 


і 
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причемь координати 9тихь точекь относительно центра кривої 
суть: 

уко | УКРоФрію, 
Розарію, У лі-ФрЕ 


до тА 


2р 2р 
- уко. укочрт, 
ім ор бат др 


гав подь р нужно подразумвать одинь изь четкрехь корнеї 
тр. (168). 

Обозначинь по прежнему черезь У(р) функцію (86), а 
черезь р, один» низь трехь дійствительннхь корней ур. (55, 
представляющій обратноє значенів квадрата для одной язь 
полуосей конуса (82). Ми можемь представить ур. (163) в» 
виді: 


Ое---2рКУ(2рВ) 0, 


гдь черезь Ї) обозначень даскриминанть ур. (1617). 
Если отбросить корень р-- (), то остальнне три корня 
лифбють видь: . 


реа 

т. 6. значенія параметра, обращающія обертку в» двб точкі, 
обратино пропорціональни длинамь полуосей конуса осей, собт- 
вітотвующаго плоскости євченія. Еоли-же будень считать р 
даннниь и искать ті значенія Б. при которихь обертка обра- 
щаєтся вь ДдВВ точки, то окажется, что зто булеть яхіть 
ністо вь четнрехь точкахь 0, М, М,, М, прамой О.І, 
причемь, такь какь изь корней у, только одинь отрицателенз 
(87), то при р2»0, одна изь тодекь, напр. М, лежить них» 
плоскости гОу. Вьше точки М, и вь промежуткв М.О, дкс 
криминанть отрицателень, позтому кривая будеть азхлилсом», 
вь промежуткв М,М, --- гаперболой, подь плоскостью аОу -- 
опять гиперболой, такь какь Б міняєть знакь, ниже /, 
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-пять зялипсом»ь. Ксли в» ур. (89) винести дрК виїсто р и 


то у 2 
в р'в вийбсто а, 8, у, то получямь поверхность ше- 


стаго порядка: 
Фр р Аа? Сі АВ Сага --0, (169) 


ббзадающую тінь ати что кривня, обертнваємня осями 
вращеній, лежащими в» плоскостяхь, проходящихь черезь вя 
точки й перпендикулярнихь кь соботвтствующимь радіусаюь 
вевторамь, обращаются вь двб точки. Докажемь, что сами 
шоскости обертивають при зтом»ь поверхность особенностей ком- 
шекса, Для отой цфли найдемь внкраженія для координать 
2Й,б, Обкованія перпендикуляра,  опущеннаго шизь центра 
їнерцій на касательную плоскость кь поверхности (154). Обо- 
зачин черезь / ябвую часть ур. (154), черезь 8" дхяну 
випеупомянутаго перпендикуляра, а черезь х, у и 2 коорди- 
нате точки кабанія, тогда легко найдемь: 


"Р А, В, С, луг 
А 3 


ау (2 | (2. а; у 
3... - 
|, -( - ау Чу, а 
Если-же вивсто координать 7, у й 2 введемь их вн- 
раженія (155), то получиир: 


5: 





- АВС а 8" 
С ра 7 
и напр.: 
(2а'---1)рб 
За)жа Зо 
со5( 1) АВ ; 
Т1Кь что: 
| (2а?--1)рб9 | | (282--1)рб'2 (212--1)рв 





Ди АРТ ямі В їа "Я С ав 
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Ймнба-же вь виду сь одной сторонн, что Бо-д', сь друтой 
---бо0тношеніє кежду косинусами а, 8 я у, подстановкой убі- 
димся, что зти зкаченія координать ур. (169) удовлетворяють. 


Для полученіл нипульсивннхь внятовь, ввзнвающить 
вращенія вокругь касательнихь кт кривой, лежащей вь наос- 
кости (тп), ян дояжин ниїть вь виду, что в данном»ь случаб: 


соле 0, Ходое ооЙт, ворс НЕ, (170) 


и что слідовательно координати і, т, я п, по ур. (120) во- 
гуть бить представленн в» видВ: 


іо хі рію те Хлор, пое Ко Кур-- ре»; 


такь что уравненія прямой (С) будуть: 


(а-Х Хо З рі, -- Уго се 0, 
-- рЕЄ, -К(Бе-Ь.Х,)п х2о--0, (171) 
. (ач КВ, (Ку Купа рат 0. 


Для получефія поверхности остаєтся нсключить Є, 7, И 2. 
получимь гиперболонд»ь: 


рВЧа? -н у2 -ь 22) К, Баг--(Х, -- Х,) Вху-- К, Бус -ь 
ОК, Д-р, а -(К, Хр, у р Х, Ха 
РСр'Ко- ХХ) зе 0. 


Вев гипербодойдн, соотвбтствующів различнихь р, кибфють 
одинь и тоть-же центр», коорданатн котораго: 


К Кк Ж, 
ВО 


то 9177 У ре Льнівю 
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Уравненів поверхности, отнесевноє кь центру, будет»: 


2рК(22 ку? -- 22)-32К 22 --2(Х, - Ха )ху-- 2 Ку 


| а ИОрб)--0, (172) 


тв ИЙ есть функція вида (36). 
Для отноканія направленія и дхинт полуосей поверхностя, 
составяь извістную систему уравненій : 
(208-- 5 У--(Х,--Х, в Ку-зд, 
Хо) (208--5)р--Ку ез 0, 
КА--Кр (205 -- 5)» -- 0, 
У(228-- 5) -0, 


(113) 


причем'ь посліднеє уравненів есть результать нсключенія коси- 
ШуСОВЬ Ж, щ я у иаь первихь трехь. Такь какь извіетяні 
члєнь его єсть И(2рб), то, обозначивь черезь 51, Ю., Оз 
єго корни, будень иибть: 
59,9, 77 (Ор); 
сь другой стороні, если сравнить систему ур. (173) сь по- 
добной-же системой 85 11. то можно написать вообще: 
2рії--5,те9ь росі, 2, 3. 


позтому уравненів гинерболонда, отнесеннов кь центру я ке 
осям, доджно ихбть такой вид»: 


(ра - -2рЕ)л?-- (р, --2р)у2-Н(ра- -29рЕ)г?-н 
1 
З ар (Фут 298ре- 9928 у--2рЕ) я 0. 


Уравненів поверхности, представленноє в» такой фориб, 
даєть почятів 0 томь, какь она будеть видоизюб8няться при 
отдбльномь измфненій величинь р, 4 я пронзведенія рії, 
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Ассниптотическій конусь поверхности, какь видно язь 
ур. (172), не равень конусу (151) осей вращенія. Но если со- 
ставим» уравненівє конуса шнормальнаго кт ассниптотическому, 
то дегко убідимся, что січенів его дшлоскостью, парашлельної 
плоскости січенія й отстоящей оть вершинв конуса на раз- 
стояній Б, всть кривая (167), оберткваємая осями вращенія, 
лежащями в» плоскости, отстоящей оть плоскости сфченія на 
такомт-же разстояній Б. 

Такь какь ось вращенія (Г), лежащая вв плоскоєти пер- 
пендикулярной кь оси О2 (фиг. 1), одновременно перпендику- 
лярна и кв оси Ог и кь оси соствітетвующаго нипульсивнато 
винта (С), то она параллельна кратчайшему разстоянію РО 
нежду зтини двумя пряний. Для похнаго опредбленія поло- 
женія прямой (С), соствітствующей данной оси вращенія (Г), 
достаточно позтому знать длину РО--Д вншеупонянутаго крат- 
чайшаго разстоянія, а также ординату ОРо-2, точки пересі- 
ченід посябдняго сь осью 02. Обозначимь черезь а угоге, 
образованний осью (Г) сь осью Ох, тогда координати точки 0 
будуть Дсоза, Дзіпа Я --2,; йибя-же в» веду ур. (70), я 
подставяля координати точки (9 вь первня два яз ур. (171), 
получим» : 


(Х.-- Ка )зіпа оо (рБ-- Ада, сова. 
Изь етихь двухь уравненій получаємг : 


Вг,- Х, сова Р Х,зітда, (179) 
Ддгр-рБез (хх Запасома. (175) 


Такь какь правая часть перваго изь зтихь уравненій 
представляєть обратноє значенів квадрата парахлельнаго (Г) 
радіуса вектора злляпсонда, а за прямую Ос мк можеюь взять 
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любую йзь прямнхь, проходащихь черезь О и їежащихь в» 
цлоскости перпендикулярной кь (Г), то: кратчайтія разстоянія 
соотвітетвующихь прямнхь (С) и (Г) оть какой-либо прамой, 
проходящей черезь центрь йинерцій и лежащей вь плоскости 
перпендикулярної кь (Г), пересвкають зту третью прямую в» 
двух»ь точках», произведенів разстояній которихь оть центра 
ннерція равно обратному значенію квадрата параллельнаго (Г) 
радіуса вектора зялипсоида. Если шпрямую Ог2 взвть парал- 
лельно вкратчайшему разстоянію прямнхь (С) и (Г), то ур. (174) 
вразить теореву (126) Тигагга; єь другой сторонн, какт 
видно изь фиг. 1, оно есть прямое сяВдетвів послідней. В» 
самом'ь дБлВ изь подобинхь треугольниковь раду, я (оч. тдб 
сраз б» Чолоь розсо Й, дос, нибене: 


откуда : 


Что касаєтся до ур. (175), то вь нем»: 
го ее УТ Соб( тд) є Ру з Му, 
сафдовательно, если Му--Д,: 
дае рЕЯ ХХ, )зпасоза. (176) 


то уравненів, представляющеє бсоостнотенів между крат- 
чайтими разстояніями прямихь (С) и (Гу оть оси 02, вийсті 
сь ур. (174) ий нзвботним» ваправленівмь кратчайшаго раз- 
стоянія Д опредбляєвть положенів прямой (С). 





ВАЖНЬЙШІЯ ПОГРБШНОСТИ. 


а нні 


Стран. Стурока: Напечатано : 
4  вь виносибВ 23 
10 5 сн. | Особенною поверхноєтью 
19 Т сн, Ха 
2 Ів виноскі Мазопі 
38 8 п 11 єв. «СОМ) 
42 9 св. и В 
43 1 ен. | сог(СОК ) 
44 9 св. сок( СОТ ) 
44 6 єн. Ка'--кКу 
со ГОТ ) 
47. 7 св. соз( Г'ОК ) 
49 11 св. ябо 
49 З сн. | ур. (104) опредвляютть 





Саьдуєть читать: 
16 : 


Поверхноєстью особеннос 


Х, 


Зі авопі 


соз( С ОК ) 
со(С,ОТ) . 
Кіа'-ь зу 
сог( ОТ) 
со:( ДОК ) 


Їм 
1, то І 


у р. (104) при венкихт 8, ту "є | 
опредвляють 


данній 





Фиг. 5 





Кь Орій ВНКОВОГО ОХЛОЖДЕНІЯ ЗоМЛи. 
М. П. Рудзкаю. 
Зиг Іа Еббогівє Фа гекгоійівветавпі вбсаївіге да єїоре іеггевіге. 


М. Р. Вийвкі. 


6 1. Вступленів, Условія вь поверхности. 


Вопрось віковоге охлажденія земли разбиразся Фурье 1), 
Пуаєсоном», Риманомь, Бишофом»ь, Томсономь и другими. 

Вь посліднее время онь биль затронуть вз мзв'встнок» 
спор Фов?) и Лаппарана о фигурв звили и 9. Дригаль- 
сени 2). | 

Внводн, поміщенине здісь, цо большей части независимн 
оть предположенія о первоначальномь распреділеніи темпера- 
тури вкутри земли. ШПредполагаєтся, что звмля есть тіло, те- 
ряющее теплоту; но таков заключенів неминуємо східуєть изь 
повсеніфстнаго увеличенія температури по мірі углубленія. 
Впрочешь, если давтся предпочтенів какой-либо гипотезб, то 


1) Еопггівг, Аповієв де СРігьів ев РЬЕузідаве, ХПІ том». 
Роівзою. ТЬеогів шаєпешебідце де Їа сПаївит. 
Кіетаепо. Рагіівіїв ДіТетепігвідівісьцнарею. 
ТЬопвоп УУ. «Сооіїпє об Не Каті» прибава. кь «Тгвабізе оп Маї. 
РЬЇ.» Тіошвоп ев Таї6 П ваданіе. 
Вівсьоб Є. Рів УУйгиавівбге вв Їапегер Опевтев Різавіеп. 
1) Статьи Фзя в» Сошрієв Вепіив за 1886 г. вь «Кетпе Зсієпбійдие». 
Леппарана вь «Квуце Зсівпіібдав». 
3) Е. у. Огубаївкі. Ріє Вемерпосепо дег Сопбіпепів заг Ківтеії. 
Уегбапад!. дев УЇТІ децівебеп Сеоргарбепіадев. 


Т. ХІУ. Зан, Мат. Отд. 1 
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уже несомнівнно гилотезБ Лапласа и Фурье, такь какь она 
лучше всего согласуєтся сь цільимь радомь фактов'ь, сь самнин 
разнообразинми данними, зайиствованними изь Геологія и Астре- 
номін. 

Прямоє доказательство, что она справедлива, не сущест- 
вуєть. Не будень напрасно пнтаться доказать 6, но взанжно 
не будемь разематривать другихь гипотезь, придуманнихь св 
цілью вняєнить увеличенів температури по м'ЕБрбі углубленія. 

Несиотря на авторитеть Пуассона и Мора, ихь гипотезк пре- 
| дани забвенію. Крайне оригинальная гипотеза Лошмидта 1), ос- 
нованная на нбсколько противурвчащен»ь опнту предположенія, 
что вифшнія сил могуть производять вліянів на частичння ско- 
рости, почти не нашла Ппоклонников". 

Упуская низь виду вфковня изивненія вь распредбленін 
суши й моря и вь направленій холодних» и теплюхь теченії, 
можно сказать, что дно Океановь содержится во всякомт місті 
вь извістной постоянной температурв. Глубоком'Ьриня зкепедя- 
цій посліднихь десятковь лфть обнаружили зти температурн. 
Для болів изолідованнаго Атлантическаго Океана нхфются уже 
удовлетворительння картв температурь морокого дна вь роді 
напримБрь карти вь атласів Ганбургокой Обсерваторім. 

Ффизическія условія вкражаются аналитически крайне просто. 
Функція, виражаютщая температуру земли должна в области, 
соотввтствующей дну Океановь принижать в йзаївстной повері- 
ности, извістиня опредфленння значенія. 

Что касаєтся поверхности суши, то здісь ветрічаютеся 
болве сложння условія. Поверхность вя нагріваєтся зБтомь й 
днем, охлаждаєтся зимою и ночью, Здісь идеть обийнь между 
отчасти ясними, отчасти темними лучами болнца и неключи- 
тольно темними длучами земли. Пуассовь 2), разбирая убловія 


т) ГІ овсьтідйс, Оврег феп Дцвізой Фез УУЯгпесіеісбреуїсікев. Зієгбег. 
Акад. УУівз. У ївп 11 АЬСЬ. 1ХХПІ том», стр. 198, 366. 
2) Роіззоп, ЇІоє, сії, Глава ХІ. 
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потери теплоти в» поверхности суши, взаль во вниманів при- 
бнль теплоти оть воздуха, болнца и звіфадь. ко внраженів, 
предложеннов ижь неудовлетворительно. Око боставлено в том» 
предположеній, что токь теплоти, внходящій изь земли прамо 
пропорціоналень разности темцературь т. е. вт основанів раз- 
сужденія принать Ньютоновь законь хученспусканія. Между 
тіи» вв вираженіє тока входить члень, пропорціональний раз- 
ности тейператури поверхности земли и шеждупланетнаго про- 
странства. Но вта послідная температура нейзвістна вт точ- 
ности. Сь другой сторони она каврно ниже саннхь низкихь 
тенпературвь, наблюдаеннхь на поверхности земли. Йзвістко-же, 
что вь Восточной Сибири случаются морозн, во время которьх» 
териометрь падаєть на шестьдесять слишкомь градусовь ниже 
нуля. ЦПульв и Фрзлихь 1) вичисляють для междуплапетнаго 
пространства температури еще далеко ниже зтихь крайне низ- 
кихь температурь. Первнй нашель--1430 С., второй - 1279 С. 
а--1319 6. -- Такимь образожмь разность между температурой 
поверхности земли и междупланетнаго пространства можеть 
превишать сто градусовь С. Можду твиь Ньютоновь законь 
лученспусканія єправедливь только для очень мальихь разнос- 
тей температурь. Опнти Делароша?) показали, что онь абсо- 
лютно непришінимь кь разностямь в» 80 й больше градусовт, 
Уже для разкностей вт» нВсколько десятковь градусовь он» 
даєть невірине результатн. 

Но точний законь лучейспусканія нейзвістень. ШПоотому 
ин дохжни нначе поставить вопрось. Обходя законь лученс- 
пусканія и вообще упрощая задачу, м возьмемь в» обснованів 
дальн'вйшихь разсуждовів то основноє положенів теорій теплотн, 
что телпература тла, внутри котораго передача теплотн 60- 
вершаєтся по законамь теплопроводности вполнів опреділена, 


а 


1) КгббіїєБ Керегі. Гак Мобвогоїорів УГ том». 
з) Дашів ві Вопіу. Сопгв фе Рбувідце, 207 "" П том». 
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коль скоро извістни: распреділенів температурні внутри тів 
вь извібстньй моменть и, начиная сь отого момента, теннере- 
тура его поверхности. Ми потомь ближе разсистримь оту пе 
становку вопроса. Теперь ин дояжни сдблать нікоторна пре 
варительння занічанія. 


8 2. Вліянів конвекцій на геотермическій градіенть. 


Передача теплоти внутри земли совершаєтся нетолько пу: 
тень теплопроводности, но тоже путем конвекція. -- ШЦобсио- 
тримь каково вя вліяніє. -- Конвективнье токи невозножня 
вь ядрі звили. Нслибь даже, какь полагають А. Риттерь я 
Г. Спенсерь, всв вещества ядра земли находились в'ь сверхь 
критическомь состояній 1), то еще частици газа, котораго плот- 
ность почти равна плотности металловь, которий находится 
подь давленівмь ке то ботень тисяч, а михліоновь атмос- 
фер, не шоглибн двигаться. -- Вь ядрі земли передача теп- 
лоти должна совершаться по законам» теплопроводности, хотя, 
конечно, козффицівнти теплопроводности ий тепловмкости тіль, 
находящихся вв тЬть ноключительнихь дубловіяхь, которня 
тамь господствують, составляють нічто совершенно для кас» 
нензвістнов. Конвекція играєть главную роль вт земной корі. 

Йкіются два вида конвекцій: вулканическая, и та, кото- 
рая совершаєтся посредствомь воздушнихь и воданнхь теченій. 

Вулканическая конвекція ограничиваєтся нфкоторний об- 
ластями. Она дбйствуєть прернвистни» образом», особенно, есля 
вулкань не принадлежить к»ь разряду постоянно «работающихт» 
какь напримірь Стромболи. 


1) Критической температурой назьмваєтся такая, при которой, не смотря 
на самое сильноє давленіве, твло обращаєтся в» гав». Гульдбергь похчгаєть, 
что даже для платино зта температура не вмше 70002. Однако нельзя поза- 
гаться на зти результетьі. Саїдбегу. Леійвсбгіїї Міг рбуз. Сівшіс. В4. І. 
стр. 231. 
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Сюда-же должна бить отнесена потеря Теплотн, ВНХОдЯ- 
щей вийстів сь газами й парами в» мофеттахь и сольфатарахт. 
Тепахне ключи боставляють переходнов явленівє кь водяной 
конвекцій. 

Вулканическая конвекція внанваєть єразу громадння пло- 
тери теплотв. Одкако, благодаря свовму иВстному я прернвис- 
тому характеру она вв итогв пройзводить меньшее вліяніе, 
чіфиь явленія повсвиїбстнья и постояння, хотя на первнй видь 
бохіе слабня. Ради сравненія пряведенмь слбдующев вичисле- 
нів. Тоже садмое количество теплотн, которое, благодаря тепло- 
проводному току, в» продолженів одного года внходить наруху 
сквозь один» квадратинй метрь земной поверхности, равно той 
работів, которая нужна для того, чтоби поднать на внсоту ста 
нетровь шстолбь лавн, нифющій в основаній 8 квадр. метр. 
и 1000 мевтровь внести. Температура плавленія лавн опреді- 
длется никакь не ниже 13009 С, считая оть абсолютнаго нуля, 
Ея тепловикость при столь внсокой температурі нвизв'іетка, 
но можно предположить, что теплоемкость единици массн в» 
пять разь меньше тепловмкости единицн массн водн 1). Тогда 
сь нашимь столбомь лави подниаєтся столько единиць теплотн, 
околько, благодаря теплопроводному току уходить сквозь 1100 кв. 
хетр. зешной поверхности. При зтомь внчясленій бнло пред- 
положено, что теплопроводний токь уносить в» годь 50 еди- 
ниць СО. (0. 5. оквозь один» квад. сантиметр» земной поверх- 
ности. По Г. Г. Дарвину2) напряженность зтого тока опредб- 
яяется вь 45,9 6диниць С. 8. 5. По комитету оть «Вгібізї 
Аззосіабіоп» вь 41 един. Є. б, 5. по ли де-Бомону 52, по 
Лаппарану 517). 


1) Еуегейі. РЬувісві Опіїв впі Сопвіапіз. Гопфоп, 1879, стр. 80, Теп- 
лосмкость стекла между 0? и 3002--0.1990. Для трапа виходить почти тоже 
самоєе число. См. стр. 101. 

3) Ргесеввіоп ої а тівсопв вріегоїд. РБі. Тгапв. 1879 г. 

з) Еогеї. Іа Ївапе ргоїопде. Мопу. Меш. Зос, Неїу. ХХІХ, стр. 18, 


88 м. П. РУДЗКІЙ. 6 

Вулканическая конвекція занимаєть кійкотороє місто вь 
общемь балансів расхода теплотв, но на величину геотерми- 
ческаго градієнта она имбеть вліянів только вь вухканичес- 
ких» областях». 


Круговращенів води и воздуха повсемстно вв обхасти 
суши. Посліднее ограничено верхнимь слоємь почвн. Ми яв 
будем» точно разбирать условій вь зтомь слов. Для наст ва- 
жень вопрось, каково вліянів конвекцій на величину геотер- 
хическаго градівнта. Между тіиь зтоть поверхностивй слой 
нифеть настолько незначительную тохщину, что увеличенів гра 
дівнта или уменьшенів, ограниченноє зтимь бловиь яхбегь 
крайне малов вліяків на общев поднятівє или пониженіз всбхь 
геойзотержовь. Обь зтомь поверхностномь слов почвн мн ска 
жемь только то, что нужно для бол'іе яснаго уразумбінія услв- 
вій. существующихь в» нбфеоколько боліе глубокихь пластах». 


Вь етомь поверхностномь слоб в5 иннхь містах» обна- 
руживаются особенности, доказнвающія, что конвекція яграєть 
вь нем весьма важную роль. 


Кривая среднигь температурь всюду постоянно повншшаєтоя 
по мБрів углубленія, качиная сь самой поверхности. Вь бид- 
нев, Мельбурніф, Нукусв, Тифлисіф и Гриничі на промежуткі 
нбоколькихь первихь метровь она діфлаєть изгибь вниз», 9то 
явленіе било впервне зам'чено и оговорено Академакомь Валь- 
домь 1), потомь 9. Дейстоюь 2). Для прямфра я привожу дан: 
ння для Нукуса, причень замічаю, что в» точности  9тихь 
наблюденій особенно Нукусскихь я Тифлисокихь не можеть 
бить ни малЬйшаго сомифнія. Наблюденія вв Нукусв и Тифлисі 
дблались чрезвичайяо тщательно, вь первой м'стности через» 


1) Н. УУуйа. Овбег Войвпіешр. ха 56,-Реегвбраго пад Микивз. Верегі. 
баг Меіеогоїосів, УЇ том». 

3) Е. Іжузі. Рів Войвпівтарегабагеп іп Раууїомузік. Относительно Тие- 
диса см, наблюденія Тиелиєкой Обсерваторіи 1880--1883 года. 
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всяків два часа, во второй евжечасно. Данння для прочих» 


мість находятся вь работв Вильда, изь которой я извлекаю 
сяфдующія числа (табл. Х УП). 


Средняя температура вь Нукусб. 


В» глубині за 1815 18176 1811 годь 
10 сант. » 180,54 | 129,93 129,56 » 

20» , 139,69 | 13924 | 129.98 » 

40» » 14970 14935 14956 » 

80» » 159,21 | 159,15 159,88 » 

160» » 159,11 | 159,22 140.82 » 

280» » 149,31 14946 14969 » 

400 |» » 139,86 | 149.01 | 14921 » 

Дальше повншенів температурні. 


Тикой язгибь кривой среднихь температурь можеть бить 
обзяснень только вліянівмь конвекцій. При чисто теплопровод- 
номь процесс опь жожеть бить обьяснень только віковнми 
колебаліями климата. Но какь справедливо заж'Вчаєть 9. Лейсть!) 
зти посяВвднія отражаются в» тівмь большей глубинф, чВи5 ихь 
періодь длиннфе. Между тім» зтоть йзгибь кривой среднихь 
температурь зам'вчаєтся в» глубинВ значительно меньшей, чбмь 
та. вь которой зам'івтин  годичння кохебанія температурн. -- 
Лейсть даєть слідующее по моему вполиВф раціональнов о0бь- 
яснесів зтого явленія для Нукуса 2). «Дожди падають здісь 
главнни» образом» в» холоднов врема года оть НЧнваря до Мая. 
Температура дождевой водн вт» среднемь на 69 ниже средней 
теиператури ввнсшаго нповерхностнаго слоя. Почвеннаяє вода 


1) Гос. сій. стр. 304. 
3) Бос. сії., стр. 307. 
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стонть вь Нукусв ка гхубинф 4 метровь к пополняєтся яненно 
дтой холодной дождевой водою, а потому температура почвк 
вь отой глубинВ понижаєтся». Вообще ШХЛейсть думаєть, что 
в поверхностномь слов круговращенів водн играеєть крупную 
роль, і 

Вь отож» поверхностномь слов перемежаются періоди ви- 
снханія й пропитанія водою. Растенія тянуть воду ввергь 
свойий корнами. Несомифнно часто случаєтся, во время засухи, 
что вода подходить вверхь вт» волосннхь порахь и скважи- 
нах». 

Изсябдованія Дальтона, Маріотта и Грове показали 1), 
что по всей віроятности, вь Европі только немногямь больше 
одной трети атмосферной водн проникаєть в» почву, обстальног 
испаряєтся на поверхности. Йзвь отой трети только небольтая 
часть идеть глубже, большая совершаєть свой круговороть в» 
поверхностинхь блояхь почвн. Занфтимь, что вс ключи я 
источники, которне сейчась послів дождей усиливають свою 
дбятельность, несомнінно питаются водою, совершающей, если 
можно такь сказать, малнй круговороть, а таких» источняков» 
очень много. 

Количество атиосферной води совершающей больтшой кру- 
говороть, конечно, не можеть бить точно оцінено, но єно 
значительно меньше одной трети общаго количества випадаю- 
щаго на долю извіетной области, 

Отдіблимь мноленно поверхностинй слой в» , нфоколько ВЗН 
вь крайнемь случав вь нбоколько десятковь метровь. Нихе 
отого слоя нитдів не встрічаются аномалій в» роді внілпеука- 
занинхь. Йзвівстно, что артезіонокая вода вообще не полу- 
чаєтся из» кристаллическихь породь, разві только в такожь 
случай 2), когда он сильно потресканн. Такь какь вь осяо- 


1) Ср. Мушкетовь. Физическая Геологія, стр. 167, П чаєть. 


3) Ср. Мушкетовь, Їос. сіб. П часть, стр. 172. 
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ваній  геологическихь формацій всюду вь той или другей 
глубині залегають кристаллическія и метаморфиаческія породи, 
то, по всей вВроятности, нижній предіфль круговращенія водн 
нигді не лежить глубже, какь на разстояній нбеколькихь ки- 
зометровь єть поверхности. Притомь на такихь глубннах»ь, 
которня находятся наже веївхь окрестинх»ь овраговь й впадин», 
вода можеть мвозвращаться на поверхность только благодаря 
гидростатическому давленію. то конечно не способетвуєть ско- 
рости круговращенія, ибо, благодаря гидростатическому давленію 
хожеть витекать только нзлишекь бверхь того количества 
води, которов нужно для совершеннаго пропитанія пластовь 
водою. 

Вообще для существованія восходащаго 1) источника нужно, 
чтоби питающая его вода не могла какь-нибудь уходить бо- 
Ком. 


Весьма сомнительно, существуєть-ли круговращеніє водн 
вь пластахь, залегающихь подь дномь Оквановь. Подводине 
ключи прісной водн, питавмне атмосферной влагой, падающей 
на сосВбднюю сушу. встрічаютбя довольно часто вблизи бере- 
говь. Но другов діло, можеть-ли морскал вода проникать, 
скажень в» центральннхь областяхь ШОквановь, подь дно а 
потом опять возвращаться. Замібтимь, что клю, покрнивающів 
столь обштиркня пространства дна, крайне непроницаємь для 
вод. Нисходящіє нсточники (соленой води разумбется) почти 
невозможни вслідствів недостатка болве різкихь скатовь и 
наклонностей дна. На громадномь пространствв дно биваєть 
почти горизонтально. Наконець для восходящихь источников, 
какь вообще для всіхь, нбть, такт сказать, двигающей при- 
чинні. Д'йствительно. Вообразим»ь даже, что нвкоторая скважина 
виходить обойми концами на поверхноєть дна. Ніть никакой 
надобности, чтобн вода двигалась в» отой скважині в5 томь 


1) Ор, Мушкетов», Їос, сів, Щ часть, стр. 170. . 
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или другомь каправженін, ибо давленів всегда и всюду равно- 
кірно. Здісь, т. 6. на див моря, віть той изміфнчйвости риз- 
них» факторовь, которая даєть толчекь кь круговращенію 
водн вт» пластахь, залегающихь вь области суши. 


Нікоторне ученне предполагають, что вода наших Оке» 
новь и аткосферная вода медленно всякаєть в» глубину. Ко 
даже совершаєтся такой процессь, то во всякоу»ь случабв ніть 
причинн думать, чтобн онь совершался сь большей екороєтью 
подь дномь Океановь, именно всл'вдствіє крайне малой водо- 
проницаємости пластовь, залегающихь на див. Впрочем'ь вліянів 
отого звленія во всякоюмь ослучабй совсби»ь ничтожно. 


Изь осказаннаго слбідуєть, что можно-бв сравнить зеклю 
сь шаромь, внутри котораго передача теплоти совершаєтся по 
законачь теплопроводности, но вь,нВкоторой области, собтвіт- 
ствующей нашимь материкамь, зтоть шарть покріть ТОнКОЙ в 
сравненія сь радіусомь шара оболочкой, вь которой передача 
теплоти совершаєтся не только по законамь теплопроводностя, 
но тоже по законажь конвекцій. Вліянівє вя вообще  увели- 
чиваєтся оть основанія оболочки до поверхности. Вь санонь 
поверхностномь слов оно билько усложняєтся, а вмісті сь 
ти» играеть чуть-ли не самую важную роль. 


Оставляя вт» стороні ети поверхностинє слой, разсмотрихь 
вліянів конвекцій вь божфе глубокихь пластах» оболочки, 


Вода проникаєть вь глубину по трещинамь и осквака- 
нань и крою того повсем'бстиниь просачиваніємь сквозь по- 
родн, возвращаєтся ка поверхность по скважинамь й трещи- 
намь. Температура води в» жилахь конечно не остаєтся без5 
вліянія на температуру окружающихь водяную жилу пород», 
но то-же самоє количество водн пройзводить тім» меньтіев 
вліянів на сосвднія породн. чВив разрізь жи больше. 
Волідствів втого на градієнтів отразитея прежде всего вліянів 
води, просачивающейся оквозь породи сверху вниз», Зто вліянів 
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ножеть бить оцінено в» качественномь  отношеній, какь ото 
сейчась Уувидии». | 


Вообразиюь себв мнсленно слой пористаго твердаго ве- 
щества. Пусть теплопроводний токь идеть в» вертикальном» 
направленій кь нплоскостямь напластованія. да притомь снизу 
вверхь, вь то время, какь вь прямопротивуположномь направ» 
лекій идеть токь водн, обладающей извістной температурой. 
Будень разсиатривать безконечно тонкій призматяческій или 
цилиндрическій злеженть обьена. го основанія параллвльнн 
кь плоскостямь  напластованія. (Мн предполагаємь, что 9ти 
плоскости  горизонтальнн). Площадь з9тихь обнованій равна 
едннаціь поверхности. Проведень вертикальную ось координат», 
и обозначижь ве посредствомь 2. Ба положительнов направленів 
считаєтся сь низу вверх». 


Положимь, что вт единицу времени!) теплопроводинй 
ток» вносить в олементь обрема сквозь нижнев основанів: 


з  единиць теплотн 
сквозь верхнеє уносять: 


із 
з ура Йз единиць теплоти. 


Вь то-же самов время вода внносить сквозь нижнве ос- 
нованів: 
до единиць теплотн 


а вносить сквозь верхнев 


4 
4 З фс единиць тепяєтн. 


1) Шрцмиьчаніє. Предцолагаєтен безконечно махая едивница времени. 
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Тогда вь злементі остаєтся : 


оце шу, 
б РЧР ) . 2 единиць теплотн. 


Обьємь олемента равень: 12, теплоежкость вещества: с,)) 
о0т0 плотность: р. Велідствів язиВненія количества теплоти вь 
олементі, его температура измфнявтся. При томь вообще шлог- 
ность и тепловикость могуть измбнаться; послі истеченія влі- 
ниць времени, плотноєть будеть: р-Ьар; теплоемкость будеть: 
с-рас. -- Йзвівстнко, что, если йзийненів количества теплоти 
вь извбіетномь обом раздфлимь на проязведенів обтрена ла 
плотность вещества й на ето тепловмкость, то получимь нзкі- 
ненів температури вещества. 


4У 
Отоюда, так» как: -;. (ДВ У обозначаєть тешпературі, 


а ї время) есть изивненів температури вь единицу врежені; 
получаемь равенство: 


з ад У 
"Р -)з Р 


Образуя ото равенство, ки пренебрегли безконечно шани 
величинами. 

Положим», что ось 2 начинаєтся вь той глубяні, гі 
конвекція исчезаєть, т. 6. гдБ д--0. Йнтегрируая обі сторокн 
уравненія; І оть гєє0 ДО сое2 получимь: 


5--9 8, М орарая еРЖ 


Вь зтомь уравненій: с й р величини сущеєтвенно поло- 
жительння, тоже само, согласно условіямь задачи, справедливо 
относительно д и з, В поверхностномь слов з биваєть т 
положительно, то отрицательно. Вь тіхь слояхь, которне як 


а ню 








1) Прцм. с и р--тепловмкость и паотцость породм, пропитенной водою 
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разсматриваємь , скажемь прим'брно ниже такь назнваєной 
нейтральной поверхностк з всегда положительно. 


Опвть показиваєть, что изифненів тежпературн внутрен- 
нихь слоевь звили совсфивь неуловимо для нашихь инеструмен- 


товь. Вепомнимь только термошметрь Лавуазів вь подвалахь 
аУ 
Парижсокой обсерваторія. ШЦПовтому можно положить, что Ш 
почти равно нулю нли другимя словами, ин предполагаєнт, 
что оти температури почти стаціонарин. В» такомь случав: 


5-- дах 80» Пп 
нежду тиф, при отсутствій тока водн било-бн: 
8 ж 8 о ПІ 


дакжфтин»ь, что вв случав: П, з должно увеличиваться 
по направленію кь поверхности, йбо 4 уменьшаєтся оть по- 
верхности до горизонта 22-20. Вь случав: П з постоянно. Гео- 
теринческій градівнть обратно пропорціоналень напраженности 
теплопроводнаго тока, коль скоро козффицієнти теплопровод- 
ности одинакови. Присутствів конвективнаго тока, кнаправлен- 
наго сверху внизь увеличиваєть з, з волідствів втого умень- 


шаєть градієнть. Замітим», что, если-би сділать предположеніе, 
аЇ 

что тВло охлаждаєтся, т. 6. что: "р Отрицательно, то гра» 
дівнть должень тогда еще больше уменьшияться. Йзь отого 
кожно внвести заключенів, что подь поверхностью суши в» 
той оболочкі, вь которой совершаются конвективння авленія, 
градівнть вообще меньше, нежели при отсутетвій конвективнаго 
товка, вдущаго сверху вниз». 


Не вижу фактовь, прямо протявурвчащихь отому заклю- 
ченію. Скорве заміЬчаю нікоторне пожалуй говорящіє в» его 
цользу. Йзвістно, что градівнть вблизи поверхности вообще 
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на половину меньше, ч8иь на большихть глубинать. Вильдь 
опредфляєть середній градієнть вь поверхностинхь слояхь в» 
15 нетровь, ЛДейсть вв 12, вь то время какь средній гра 
дівнть для болфе глубокихь пластовь больше 30 метровз. 
Бить хожеть, что занВчаємос вь кристалличеєкихь породагь 
увеличонів градієнта противь ереднаго (вв гнейссяхь Мипась 
Геравсь вь Бразилія градієнть: 86 метровь) происходить от- 
части оть отсутствія конвективнаго тока, нетолько оть больтей 
теплопроводности. 

На обснованій сказаннаго смибфемь предполатать, что под 
дномь Океановь «сеіехіз ратіфив» градієнть дояжень бить 
больше, чбмь подь поверхностью суши. 


дтимзь прекращаємзь разборь вліянія конвекція. Можно-бн 
иногов сказать про нев, но считаємь неумстннив начинать 
изслібдованів конвективнихь явленій, столь мало вообще разра 
ботаннихь, со случая сравнительно бложнаго. Впрочень то, 
кь чену кн стремились : оцінка вліянія конвекцій на градівнть, 
уже доститнуто. Повторнемь еще разь слова «на градієнта». 
отибчая такийь образомь, что ми не опредблявмь баланся 
расходь и прихода теплотн в» поверхностинхь слояхь суши. 


Мк дояжни сдВлать еще два зам'Вчанія. Цервов, что так» 
назнваємая горная влажность очевидно не играєть нкикакой 
рохи вь конвективинхвь явленіяхь. Она єсть в» физическокжь 
синсаї одна из» составнихвь частей пород. Кя вхіяків огранк- 
чаваєтся теплоемкостью и теплопроводностью пород». 


Второе. Конвективння явленіл отражаются и в теплопро- 
воднихт, особенно вт поверхностпоюмь слоїф, гдф рихлая почва 
то пролитнваєтся водою, то внсьхаєть. А. Литтровь!) нател», 
что влажная почва лучтє проводить теплоту, чит бухая. Легко 
уразуміфть причину зтого явленія, если вопомнить, что в» С): 


1) А Їінгом. Оебег твіаїіув УУбгеїсікипрайБірїжсії, 8ї4єБ. Акаф. 
УУівв. У/івп, БХХХІ, П АБі., стр. 110. 
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хой почвВ скважинн и пори напожненн крайне пхохо проводя- 
щам'ь теплоту воздухомт. а в» влажной лучше проводащей водою. 

Можно би подумать, что вь тіхь иїВстахь, какь напри- 
кбрь Нукуєь, гдів кривая среднихь тежпературь на нбвкото- 
ром промежуткв по направленія кь поверхности лодНмаєтся, 
вь общень йтогі теплопроводний токь не только не причи- 
няєть убнтка, но скорве прибнль теплоти. Йзь опнтовь Лит- 
трова слбдуєть, что такое заключенів бнло би нфсколько 
преждевременно. В» Нукусв капримірь почва пропитнваєтся 
влагою и лучше проводить теплоту именно вь холодноє время 
года (оть Января до Мая) т. є. вь то время, когда теплопро- 
водний токь уносить теплоту наружу. | 

Волідствів зтого легко можеть случиться, что расходь 
теплоти в» зто врема превншаєть прибнль, получавмую в» су- 
хов и жаркос время, когда почва хуже проводить теплоту. 
Впрочень теплота уходить ий єзь водою, возвращающейся ка 
поверхность земли. 


8 3. НБкоторья общія положенія обь охлажденіи тіль. 


Ми будем» сравнивать землю сь охлаждающимся шаром», 
котораго поверхность содержится вь извістньхь техпературахт». 
Полученннй в» предридущсемь параграфі результать, что гра- 
дівнть єбсеївгіз рагібп8» должень бить больше подь дномь 
Оквана будеть служить основавнівиь для внфкоторой поправки 
результатов». Ми потожь возвратимся кь зтому вопросу и по- 
смотримь на него сь другой сторони. Теперь мн есдіфлаємь нб- 
которне общів виводн, касающієся законовь охлажденія тіл», 
внутри которнхь передача теплоти совершаєтся по законам» 
теплопроводности. ти внводн бросять нбвкоторнй свбть на 
спорь Фоя!) и Лаппарана и на работу Дригальскаго. Сь дру- 


1) Примпвчаніє. Работь зтах»ь авторовь, равно какь Дрюгальскаго, 
бьши упомннуть вь ночалі 1-го параграса. 
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гой сторони они ведуть кь кікоторниь не лишеннимь йннте- 
реса заключеніям. 

Ми дояжнн припомнить читателю, что Фей защищаль мибніє, 
будто зеиля болі охлаждена подь Окванамни, чім подь по- 
верхностью супи. ДЛаппцарань отчасти оспариваль зто мибнів. 
Дригальскій хотбль изслідовать дефоржацій, пройсходящія сть 
яВстнаго боліфе или менфе скораго охлажденія земной корн. 


Первов 0 положенів мможеть бить 0 висказано 0|східую- 
щимя словами: Если два додинаковья, однороднья тим 
А ц В, поставленнья ва одинаковьия впрочема условія, тера- 
юта тепасту по законама теплопроводности, но повераность 
тла 4 содержится ва нькоторой температурт : (, а тло 
Б свободно ицспускаєть лучи тепастьр ва среду, которой 
температура есть тоже: (, то ва любов время, вв ттьхо-же 
самьга внутреннить точкато, ттьло А будеть шмт'ть всемда 
температуру болье низкую, цлиц во крайнема случать равную 
температурть ттла Б. 

Ото схфдувть прямо изь принциповь анахитической тео- 
рій теплоти. Д'йствительно, им предполагаємь, что первова- 
чальння температурн обойхь тіль, ихь фигура, вещество оди- 
наковн. Единственная разница вь том», что поверхность тбла 
А содержится в» температурі С, а моверхность втораго твід 
свободно испускаєвть лучи теплоти. "Температура поверхності 
тіла /) никакь не можеть одВлаться 1) наже С т. в. тенперм 
тури среди, она всегда больше отой температури, хотя раз- 
ность температурь можеть сділатьса крайне малой. Т. в. тек- 
пература поверхности тіла Б будеть С-ЬоФ, гдВ ф есть всегіз 
положительная величина. 

Но температура тіла всюду и во всякоє врежша опреді- 
лена, коль скоро извістни: 1) первоничальная температура, 


1) Мі говоримь обь охлажденін. Ко ірво предпохагаєтся, что перво- 
начальная температура по крайней мВрв вблизи поверхности била више - 
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2) текпература поверхности. Возьмень третье тіло С абсо- 
лютно сходнов во вевхь отношеніяхь сь тфаявия А и Би 
будемь содержать его поверхность вт пережінной температурі 
С-Рф. Тогда твло С всегда и всюду будеть ииїть абсожютно 
тів-же сання температурн, что я В. Все, что справедливо для 
С, справедливо для В. Но касательно убсловій вь поверхности 
теперь тла А я С совевиь бходин, ихь поверхности содер- 
жатся в тенпературахь, одна С другая С-Ь9. 


Аналитическія вираженія для теиператури тіль: А, В, С 
їдовлетворяють тому-же самому дифференціальному уравкенію: 


кіс азу | фу 
й с|ах? ! ау " ага 


здїсь с обозкачаєть коеффицівнть теплоємкости, отнесенной кь 
обьему, ЕК кооффицівнть теплопроводности, / время, ИЙ темпе- 
ратуру, с. у, 2 прямолинейння координати. Температура тіла 
А дояжна удовлетворять слвдующему убсловію в» поверхности: 


У, а С П 
температура тіла С удовлетворяєть условію в» поверхности: 
У, яз Ср. | ШІ 


Творія дифференціальнихь уравненій в» частиихь производ- 
них бь постоянннмхи ковффицієнтами говорить, что, если вто- 
ричння убсловія лянейпн, то аналитическія ріЕшенія могуть бить 
разділенн ка части. ЗамЬтинь котати, что й условів для мо- 
жента іно 

Й, - Йр ее Йс се Ф(2, У, є) 


Год'В ф ввражаєть первоначальноє распреділеніє температурн) 
тоже хинейно. 
Разложинь: У, на части: зависвиня оть температури 
Т. ХІУ. Зап. Мат Отд. 2 
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поверхности и оть первоначальной температурн, тоже бсажоє 
сдблаєнь сь Й, получинь: 


Уа се Ру є 


Ус а Ро Ро Яр 


Причень для із-о, /цезо, Й,-зо, Уура-ф. 
Для поверхности тіль, во всяков время: 


У азо Угаеб, Й . 


Прячен»ь всі зти функцін удовлетворяють уравнекію Ї. 
Вичтень Й, изь Йо, или, такь какь Йре- Й с, йзь У, 


Ису- у 2 Йв--Й ие /, 


У, никогда не можеть бнть отрицательной величиной. (но 
всегда или положительно, или в» крайнемь случав равно кулю. 
Дьйствительно. Й. независить оть другихь подобннхь 6ку 
функцій. Но есаиби предположять, что (2-0, Фо-о то тогда: 
Йцтшсо, Йрєзо. Пусть ото будеть абсолютний нуль шкали тенте- 
ратурь, тогда, допуская, что Й, можеть сдіхаться отрицатель- 
нниь кв би допустили возможность нехіпости, отрицательної 
температури. 

Й такь У,У» о, и будучи независимнив оть прочиів 
температурь, оно всегда останется положительнни». 

Такимь образомь наше замічаніє доказано. Оно может» 
бить распространено на тіла, состоящія з» частей, разнаго, 
ко порознь однороднаго вещества. ДЬЙствятельно. В» отдбляю- 
щихь поверхностяхь иміфются тогда условія 


ИЙ, 
аЙ, Й, 
око 
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9дівсь ИЙ; и ИЙ, обозначають тешпературн босіднихь частей, 
т есть нормаль кь отдВлающей поверхности. Зти условння 
уравненія тоже линейнь. ШПервов ввражаєть тоть факть, что 
вь отдбляющей поверхности температури обонхь веществь 
равин. Второв внражаєть то убловів, что то количество те- 
плотн, которое внходить изЗь одного вещаства, входить в» 
другоб. 

Впрочем»ь, наше замВчанів, очевидно, нифеть общев зна- 
ченів. Кома передача теплоть внутри ттьла совершаєтся 
по законамь теплдопроводности, то «сеїетіз ратфиз» ттьло, 
котораї товержность содержится ва температур»: С вь 
дмюбоє время во тома-же самомь мьсть цмтьеть бодтье низ- 
кую температуру, чьма ттдо, свободно лучецспускающее вд 
среду, которой температура єсть ( какой ни єсть закона 
лученстусканія. 

Во вторнхь можно убідиться, что разность У, между 
темперсотурой 4(свободно лучейспускающат ц ицскусственно 
одлаждаємаю тіла «свієтіз рагіфиз» ттмо меньше, чьмо 
размьрьі тло больше. 

Температура поверхности охлаждающагося тіла должна 
находиться в» зависимости оть отношенія его обьема кь по- 
верхности, Другими бловами ока есть функція оть его изив- 
реній вь пространствв. Положим»ь, что у кась есть нікоторий 
хлинейний параметрь. увелячивающійся сь увеличенівмь разибв- 
ровь тіла, уменьшающійся сь уменьшеніємь его. Соглаєно ска- 
занному, Й и У, суть функцій оть 9того параметра. Обозна- 
чимь его посредствомь а 


Ура (а....) У ше(а....). 


Когда тбла А и б ділаются безконечно большими, виіт- 
ная поверхность удаляєтся на безконечнов разстоянів, а потому 
условія, господствующія в ней не имйють никакого вліянія 
ка териическів процессь, пронсходящіє внутри тбль во вевхь 
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точкахь, находящихся ва конечнихь разстояніяхь. ДА потому 
не можеть бить разкици между температуражи обонхь тіл». 
Сафдовательно функція ИЙ, єсть таказ, что Для а--00 она 
равна нулю, Изь зтого слвдуєть, что она дояжна уженьшеться 
по мВбрі увеличенія параметра а. Дальше, совсби»ь очевидно, 
что она дояжна бить непреревной функцієй отого параметра, 
ода притомь доджна нзибнаться вв одномь направаженін. Пред. 
положенів, что увеличенів паражетра а положимиь ость а, до а, 
сопровождаєтся уменьшенівмь функція У,, а увехиченів отьа, 
до аз сопровождаєтся увеличеніємь, какь 9то видно йзь физи- 
ческаго значенія функцій, совсбиь нел'івпо. По зтому можно ска- 
зать, что «при равенстеть трочихь условій разности темпе 
ратурь внутри ттдб ттмо меньше, чтмо размтпрь ці» 
больше». Фанітимь мимоходомь, что температура єсть чистове 
число. Между тівмь паражетрь а имбеть изибренія (1) т. 6. 
ото єсть кВкотораа длина. По отому должно бить 


гд5 В есть параметрь, нибющій нзивренія: (171). 9тоть па- 
раметрь будеть функцієй оть поверхноєтинхь убсловій. Когда 
закон лученспусканія есть законь Ньютона, то 8 есть отно- 
шеніє козффицієнта длученспусканія кь козффацієнту теплопро- 
водности. Вь втом'ь случав наши замВчанія могуть бить про- 
вфрени помощью нзвістнвіхь рішеній Фурье. Наши паражетри 
обнаруживаются в» трансцендентинхь уравненіях»ь, встрічає- 
инхь вь задачахь Фурье. 

Нипримбрь у Фурье температура шара, теряющаго теплоту, 
внражаєтся рядом 1): 


-- арії. 
У А е 


п 


1) Еопггіег Апаїує. УУВгоеїб. Оерегв. чоп УУвіпзівіп. Глава У. 
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На основані зтого рішенія 9. Дригальскій в» упоману- 
той внише работі дфлаєть нікоторня закалюченія относительно 
вліянія поверхностянхь условій на бекорость охлажденія земли. 

Когда первоначальнов распредбленів тежпературвї вь шарі 
есть функція лишь оть радіуса, а поверхность шара содер- 
жится вь тенпературв нуль градусовь то козффицієнтн р ниб- 
ють численння значенія: 


Когда первоначальнов распреділенів температурн сть 
функція лишь оть радіуса, но поверхность испускаєть лучи 
теплоти вь середу, которой температура равна нулю градусов», 
то козффицієнти р опредбляются изь трансцендентнаго урав- 
ненія: 


В 
сб -іапурК--о 


І обозначавть радіусь зежшли-- /, есть отношенів между кооф- 
фицівнтами лучейспусканія и теплопроводности. Фурье 1) нахо- 
дить, что ) близко кь единиці, если единицей длиннк взять 
метрь. Но радіусь земли равень 6370000 метрам». А потому 
"величина ЛЛ настолько велика, что корни внтеупоманутаго 
трансцендентнаго уравненія почти равни 


Вслідствів зтого, если остальння условія одинаковн, темпе- 
ратурн обонхь шаровь почти одинаковн. Ок нбісколько ввше 
у свободно лучевспускающаго шара. 


1) Аппаїев де СЬішів вв фе Ріувідає, 13 том», 1820 года, стр. 421. 
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Мн разскатривали доселі отдільння тіла. Но наши раз- 
сужденія могуть бить распространенн ка такое тіло, котораго 
йоверхность отчасти содержится вь теипературбв 2, отчаєти сво- 
бодно испускаєть лучи в» среду, которой температура тоже 
равна С тградусань. ШПодь лучецспускающей  поверхностью 
температура вьше, чиьмо била б пода, кода таже часть 
повержности содержалась-бьь 63 температурть ( прадусові. 
Желая подробифе разсмотріть изотермическіа поверхности, нужно 
изслфдовать отношенів распреділенія поверхностявхь убловій 
кь фигурб тілв во всякомь отдільномь случав. Относительно 
шара можно вообще сказать, что «три равньххо прочить усло- 
віяхо температура вьше пода лучеиспускающей., какао псдз 
содержимою ва шзєтьстної; температурт повердностью. С» 
другой сторони чимо шара больше, тьма разности  темпо- 
ратура 65 алубинть сравнительно меньше.» 


Таковн били причини побудившія меня вести в» єРеівг- 
шапо'в Мійбейшареп» вь 1 и 4 номерів за 1891 годь по- 
лемику сь 9. Дрьгальскимь, сдфлавшимь в» свовй работі на 
основанія ложнаго тодкозанія приведеннаго здісь трансцендент- 
наго уравненія нбоколько инне внводн. 


Йзь сказаннаго внише можно вивести сявдующеє довольно 
интереснов сяїдетвів. Наша земля єсть очень большоє тбВа0, 
повтому разности вь поверхностинхь условіяхь ввзнвають не- 
значительння разности вь температурахь ядра. Разности вь 
теипературахь сопраженн сть разностями в изийненін обвена. 
Ноли обьемь тіла сокращаєтся неравнокрно, то внутри тіла 
возникають разности натяженія, У земли зти разности будуть 
нефольшія, благодаря тому, что разности температур незначи- 
тельки вь сравненій сь 6вя разиврами. (Слівдовательно можно 
сказать, что при существующяхь условіяхь большів разжбре 
земли, не допуская значятельнихь разностей (во внутренних» 
температурахь, дВлають невозможнииц больтія разности вку- 
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треннихь натяженій. Общее равном'врнов сокращекнів об»ема 
звихи не угрожаєть вя существованію. "Только разности натя- 
женія могли-бн внзвать катастрофу т. е. растресканів в» 
куски. 


На зтоть разь мн говорили пренмущественно 0 ядрі 
земли. Дислокацій в звиной кор авалются слідствівмь того, 
что оболочка сяВбдуєть за сокращающимся адромь земли. Ми 
разсматривали землю, какь твердов тіфло, Со времени изслідо- 
ваній В. Тошсока и Г. Г. Дарвина надь приливами и отли- 
вами оказалось, что земля обнаруживаєть механическія свойства 
твердаго тіла 1). 


Изь сказаннаго више слідуєть, что мийвнів Фоя, состоя- 
щеє вь томь, что земля болів охлаждена подь Окванами, чбм5 
подь поверхностью суши покойтся на нікоторнхь теоретичес- 
кихь основаніяхь. Однако можно против» него сділать слдую- 
щев возраженіе. ПШоверхность суши испускаєть лучи теплоти 
вь неждупланетноє пространство, котораго температура жногими 
градусами ниже той температури, вт которой содержится дно 
Окванов»ь. Повтому ми не будем» дальше обсуждать зтого во- 
проса.  Возвратимся кь нему только вь східующеюь пара- 


графі. 


5 4. Охлажденіе шара. 


Показавь вь прежнемь 6 значенів условій вв поверхности, 
разсмотримь нбікоторую математическую задачу. ШПостараємся 
найти вкраженів температури однороднаго шара, котораго пер- 





гу Ср. Тбошвоп ві Твії. Тгеаі. оп Же. РВії, 6 847, 5 848. 
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воначальнаа температура извістна, а температура поверхности 
постоянна по отношенію кь времени, перем'внна по отнотевію 
кь широті и долготів, Постановка задачи очевидно чрезвичавто 
проста. Но, благодаря отой простоті, мн будемь вь состояніх 
внбраться за предбян сямволическихь рішеній, избіжать ги- 
потетическихь предположеній о териическихв свойствахь ве- 
ществ», составляющихь ядро звили. Между тбив ик будень 
вь бостояній достигнуть нфкоторнхь розультатовь, нитересинт»ь 
для теорій охлажденія земли. 


Изв'істно, что температура тіла вполнф опреділена, коль 
скоро йзвівстна  первоначальная температура во всякой го 
точкв и температура поверхности во всякоє время. Йзь отого 
сябдуєть, что можно сравнить зенлю сь шаром», у котораго 
температура поверхностя именно такова, какь тежнература по- 
верхности земли. Распреділенів температури внутри того шара 
будеть представлять такія сходства сь распреділенівжь тенпе- 
ратури внутри земли, что многія заключенія, справедливня для 
нашего шара, будуть, справедливн для земли. Впрочем в» по- 
слідстві читатель самь увидить, какь будуть поставленв 
вопросн и какія слідствія можно изь нях» извлечь. 


Ми предпохагаєм»ь, что температура поверхности катего 
шара постоянна по етношенію к»ь времени. Ми в» прав5 сді- 
хать такое предположенів по нбВеколькимь причинам». 


Во-первнхь, ми вовсв не намбренн внчислять діИствя- 
тельння температури ядра зекли. Для зтого намь пришлось-бв 
одіблать дцбфянй радь совсбиь пройзвольннх»ь предположеній. 
Ми будень только дойскиваться значенія климатичеєкихь при- 
чинь для температурь ядра земли. 


Подь ктиматомь а здісь понямаю всю совокупность вліл- 
ній, которня опредблають температуру поверхности. 


Во-вторнгь, распредівленів поверхностинх» тенпературь 
остаєтся во время миогихь вбіковь почти постояннниз. Можно 
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всегда разснатривать тершическоє состоянів земли, относя на- 
чало процесса охлажденія кт тому моменту, когда извістнов 
распредіявнів тежпературь шповерхности било уже сходно сь 
современнниз. 


Вь-третьяхь, температури поверхности дВйствительно за» 
ключенн вь тіснне предблв, по крайней м'вріб, сь того мо- 
мента, какь органическая жизнь появилась на землб. 


Существованів морокой фавни в» Каомбрійскій періодь 
доказнваєть, что уже в» зто столь ветхоє время темпоратура 
водь била или приблизятельно такая, какь в» наше время, 
или, вт крайнемь случав, только на нбібколько десатковь гра- 
дусовь внше современной. В» такомь случав и температура 
дна била только немногимь вне бовременной или такая-же 
какь теперь. Уже вь Силурійскихь отложеніяхь находимь слідн 
наземинх»ь растеній. Правда, что «Ольдганій» 1) били отнесенн 
боліе строго критически относащимися кь вопросу авторами кь 
неорганическимь дендритажь, но єсть и несомиінина растенія 
вь родів «Рвіїорпубоп ргіосер8» 2). Слбди растеній--признакь 
важний. Нельзя предполагать, что он произрасталя в'ь почвб, 
которой тежпература била постоянно вне 509 Є. 


Возьмемся теперь за нашу матежатическую задачу: 


Обозначимь температуру посредствоют..... пря У 
» врема » ее ЇЙ 
» разстоянів оть центра посредствомь.... т 

Долтоту, считаємую оть 0 до 3600 » ... 


| Уголь кежду полярвой осью и радіусом», идущим»ь 
кь данному місту посредствомь .................-... 6 
(0 считаєтся оть 0 до 1809), 


1) 8спепк. Напйись фег Вобапік, стр. 17. 
1) боїтав Бапрасі. Еіпівібцюр іп дів Реіборбубоїоріє, стр. 175. 
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Дальше обозначимь коефф. теплопроводности побред- 


СТВОМ... Е 
Коеффицієнть  тепловикости, отнесенной кь обеему 
посредетвомь ............ с 


г а2. 


К 
Ради краткости сдфлаємь: З 
Обозначимь радіуєсь поверхности шара нпосредствомь КБ 


Предполагавиь, что передача теплоти внутри шара 6со- 
вершаєтся по законамь теплопроводности. Аналитически ото 
условів внражаєтся сябдующимь дифф. уравн. : 


фу  .реУ за 1 7 1417, соб о 


"Ті Р о МИР В ВТ 


Кромб того нифются слвдующія убсловія. В» начаїі 
процесса, т. 6. вь моменть: / с- о температура внутри шара 
дана вь виді кбкоторой функцій оть радіуса, оть широти к 
долтотн: | 


ИщеП(т,0,ф) когда іно, П 


Во-вторнхь, вь поверхности шара температура равкна ні- 
которой данной температурі, переивнной относительно ста, 
постоянной относительно времени. 


ИУжа(0,Ф) когда таз Б. Ш 
Пусть будеть: 


Й що и Та 


Функцій ИЙ, я У, будуть удовлетворять дифф. уравк. Ї. 
Кромф того: 
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Для тееБ Радо У аво 
Для ішео | ИК,сзо У ее Пт, ф) 


Для ізсзо0 У, з-о, но У, доходить до макси- 
нуна. 


Ото показнваєть, что вліяніє первоначальнаго распреді- 
денія температури послів безконечно продояжительнаго времени 
совсфиь нечезавть, но вліянів поверхностинх»ь убсловій можеть 
дойти до крайняго предбіла только послів безконечно продої- 
жительнаго времени. 


Я должень здісь зажфтить, что у Пуассона ') я Жор- 
дана 29) находится сходная задача. Зти геошетри разсматри- 
вають шарь, теряющій теплоту веохідствів хученспубканія в» 
среду постоянной температурь, но первоначальная температура 
предполагаєтся | тоже зависимой оть вевхь: трехь коорди- 
нат». 


Повтому я позволяю себ' сократить аналитическій вивод», 
нбо читатель, сравкиває ото рішенів сь рішеніємь, находя- 
щиися у вншеуказаннихь авторовь, легко гкожеть уб'ідиться 
вь правильности рішенія, а вифсть сь тфи» просхідить ті 
нзифненія, которня мк дояжни били сдіблать бсообразно ні- 
сколько инниь условіямь задачи. Я обращаю вниманів на то, 
что я болве прадерживался йКордана, такь какь у него 
рьшенів болве изящно й подно. 


ИЙ такь нмбемь: 


Й жа и 7 У, 


) Роїззоп. ТПсогів шабїбеш. де Їв сЬвівиг, 5 166 и сад. 
") Зогіво, Соцтв д'впаїуве, ПІ томь, 5 334 ко слвд., 5 316 и савл, 
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причомь : 
а-30 "А с ар Ї 
Й, Ду (2) ЗА. Е,(р.т) е | 1., | 
| Й МР « ТУ 
«Р др, 
-У У Р.В. Р. рт)є 2 | 


У, тождественно сь рішенівнь Жордана. Разница се- 
стоять только вь том», что у нась для той 


ЕК, ш- 0. 


А у Жордана для т-- БК вводится другоє убловіе, нженно: 


зі 





7). 


Вол'дствів отого вт» кооффицівнтахь Б,; а точно также 
вь А,; произойдуть нікоторня очевидння перемінн. У Жор 
дана в» 9тихь козффицієнтахь появляєтся нВкоторая велична. 


которую он» обозначаєть посредствомь 2) Крр. У нась вь ви: 


раженій для отой величини слідуєть положить: Б, ( рЕ)--0. 


Обьяснимь еще зкаченів символовь: 





У, че и У Ю; 706", ф) Р,зіпв'аб'ад". (7) 


Р, веть ЛХапласовь ковффацієнть: 


4" ( н?--1) 
бро 





Р,яє Р, (п) же дп 


9 


1) Дос. сів. стр. 441. 
3) іос. сії. стр. 446. 
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приченз : щ- с0з0.созб! 4-зітб. вітв'сог( ф---ф') 


І, ( рт) --( рт) "а и, а--0, 1,2,3.... 


Здісь «Лу, обозначаєть функцію Бесселя. Такимь обра- 


| уацеі им 


ПУРРРИ анна ПРО 


2. 2.1, (х) "Ко (2) "ЗЕ, (ретудт 
ЕН 


Все зто вь сущности внраженія, взятня изь Жордана, 
сь соотвЕтственнний изифнекіями. Теперь шк подвинемся ні- 
сволько дальше. Начнемь сь разсиотрінія внраженія Й,. 

Во-первніь, затим», что вь данноюмь случав кооффяи- 
ціентн А,; внражаются весьна просто 1): 


Р.( рт) з- ( рт)! є, (рт), таб оту»), 


Наконец» : 


Ат 


2 
. ФК(р.б) (УП) 

/ р при Фо, 

днаменатель зтого внраженія всегда для 6--1 отрица- 
тельннй, для 2--) положительннй и т. д. Слбдоватезьно ве- 
зичанн А,, поперемінно положительни и отрацательнн. 

На обєнованій уравненій УП и УЇ можно Й, написать 
под видом»: 


А тео 


яке 


ре 


1) Докавательство см. Придоженіе І, 





Фо знав 
) 1-3 а ф. (рат) е і ГУ (1) бів 
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ДЕ. 
9 (Ю ї т) 
"р, 


Козффицівнти р, даются трансцендентинии  уравненілих 
вида: 
Е, (р, К)-ьо или, что все равно, Ф,( р, Б)--0. 


Волідствів отого для та Б е 
РЕ 
Ума Кр 17. 
2 


У Ї, есть рядь Лапласовнхь козффицієнтовь 2). (Соглас | 
но свойствамь зтихь функцій и на основаній уравневія У | 
ототь радь всюду в» поверхности шара равень произвольной 
функцій: /(0,ф), т. в. вкражаєть температуру поверхности. || 

Ми сказали ввше, что для із-0, дояжно бить М,оо | 
В» отомь не трудно убВдиться 5), ибо: 


їесор | 


У а, Фи (9: 7) 7-11. 


їжі 


Ми доджни замітить что вкраженія вида ГУ (1) Різ 
могуть бить внчисленн, такь как» ряде обладають значитель 
ной сходнииостью. Функцій Б, ввражаются тригонометрическин 
функціями и полиномами, какь ото можно вядіть вв матека- 
тическомь приложеній или вь любомь учебник Бесселовніз 
функцій, Коеффицієнти Лапласа єсть тоже доступния вичнс | 


1) Си. Приложеніє І. | 
3) Срави. напр. Неіпе. Напдриєї дег Карвіїапсбіопею, 
") Докоазательство см. Приложеніє 1. 
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ленію функція. Кдинственное затрудненів собтойть вь опре- 
діленій кооффицієнтовь : р. Ото затрудненів можеть бить ус- 
транено помощью нбвкоторой 0 теоремн о положеній корней 
трансцендентнихь уравненій вида: 


КЕ, (є) ско, 


которая состонть в» савдующень 1): 


Положительньє иц не нулеве корни трансцендентнаго 


уравненія 
Р л (2) е0 


находятся шпо додиночкть ві квадрантать: (п-Ь2)0мь, 
(п-ЕК4)о0ма, вообще ва (п--2і)омь, ад 1--1,2.3,... При 
зтомза корни уравненія: | 


равнь: т, дт,....пт...... 
Ото значить, что первий корень уравненія: Б (а)ежо 


т пт 
хеньше (п - 2) 5» но больше (в-Н1) 5, я т. д. -- Пошощью 


построенія йли метода «Каїзі» нетрудно найти величину корня 
сь желавєной точностью. Для очень большихь корней можно 
пользоваться заж'вчанівиь ШЦуаєсока, что очень большів корни 
сказапинхь уравненій почти совпадають сь корнями уравченій: 


| со (а -1)5- | м 


Чтоби яз» отихь корней внчислить коеффицівнти р, до- 
статочно разділкть ихь па длику радіуса вифшней поверхности 
шара. 


1) Док. см. Приложеніє ШІ. 


14 М. П. РУДЗКІЙ. 32 


Сейчась увидимь, что слідуєть язь отой творенні. (ь 
отой цілью положим», что температура поверхности виражаєтся 
лить одной Лапласовой функцівй порядка т, т. е. /(6. ф) єсть 
цілая раціональная функція п-таго порядка оть созб, зітвсо5., 
зіпбзіпф, удовлетворяющая дифференціальному уравненію: 





м б 


Р м (1-- -ю Фр. Ра га то "зр п(п-р1)м, то, 


ГДВ |г-созд, 8 Притомь такая, что м, у й для феод я 


фасдто принимають ті-же самня значенія 1). 
Подставимь теперь в» форжуль У вифсто /(6",ф') функцію 
вида й. На основаній извістянхь 2) формуль: 


хо од Рим т 
У У и, Р. зіпб'«б'Фф'єзо когда п им 


іт 


ших дп РІ -, Когда т-о--т, 
найдем» : 


(ву Гната 


, ас 


Чіфузь п больше, т. ве. чіиь внте порядокь функцій м, 
твиз козффицівнтн: р, начиная сь перваго больше, тім'ь ско- 
ре погасаєть функція: 


У є, Р 


1) Срави. Тодбапівг. До Еівшепіагу ітевбіве оп Іатьб. Іаріасе апі 
Веввеї'в Еапсбіоов. стр. 153. 
3) Тодбипівг, Їос. сії., стр. 158. 











І 
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Занйтии», что вв ловерхности шара нибфень всегда 


Й ша ци 


з внутри его во время ізесо 


ума «(5 ) | 


ИЙ такь, чьмо вьище порядоко зармоническало неравенства 
поверхностной температурь, тлма скорье оно стремится 
ко своєму тредьльному вліянію внутри шара, но 9то пре- 
Ольльноє вліянів ттьмь сильне уменьшаєтся то мпрть углуб- 
денгя 1). 

Каково физическов значевів зтой теореин? Чи» више 
порядокь Лапласовой функцій, тбиз бнетрбе и чаще ока 
изміВняєть своє значеніє в» поверхности лгара. Йзь зтого вн- 
води» заключеніє, что вообіще нєравенство температурь 
поверхности пиьм5 скорьє стремитея ка своєму предьльному 
вязянію, но Зто вліянів тьма Сильнтьо слабьетб с. злубиною, 
чьмзо зта товерхнобтнадя температура чаще измтьняєтся 
в5 товераности шара. 

Таков заключенів можно-бн вивести из» , общихь началь 
философій природн. Йнтересно видіть, какь аналитическій 
результать прекрасно сь ними согласуєтся. 


6 5. Приміненія. 


баймемся сначала мивнівнь Фея. Вь настоящее время и 
за многія столітія до него можно предполагать слхідующев. 
Благодаря дбятельности солица, поверхность материковь содер- 
жится вь извістинхь среднихь температурах», которня вообще 


1) Втогая часть 9той теоремь: слівдуєеть из» извістньх'ь свойствь 
гарионическахь функцій, первая шзь найденной здісь теоремь: о корняхь 
транецендевтньхь уравненій Еи (22) є 0, 

Т. ХІУ. Зан, Мат Отд. , 9 
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понижаются оть зкватора кь полюсам»ь. Текператури дна Окез- 
новь низки, но внше, чіиь среднія температурн поверхности 
суши в» полярнихь областахь. 


Уже низь обсновнаго положенія, что температура тіла 
звполиВ опредівлявтся его первовачальной температурой и тен- 
цературой  поверхности, если послідняя йзвістна во всякоє 
время, блідуєть, что подь дноюмь Оквановь, котораго тенпера- 
тури вообще ниже температурь поверхности суши вт глубний 
температури дояжни бить вообще ниже. Разсужденія, заклю- 
ченння вь 5 2, показали, что поверхностиня условія не вліають 
на бущность передачи теплоти внутри тіла.--Если вь поверх- 
ности температура внше, то при равнихь прочихь условіяхь 
и вь глубині температура внше. 


Разужбется, вь случав земли вліянів прежнихь убсловій, 
различія вт теплопроводности и тепловикостя породь могуть 
ввізвать второстепенння отступленія оть общаго правила. 


Сь другой сторони вь тіхь мфестахь, гді температуга 
поверхности суши ниже температури дна при прочих» равних»ь 
условіяхь и вь глубинв температури должни бить ниже,-- 
насколько втому не противодійствуєть  сокращенів градієнта 
подь поверхностью суши, на которое бнло указано в» 8 Ї. 


(іВбдовало-бни взять во вниманів то обстоятельство, что 
поверхность суши находится в'іфсколько дальше оть центра 
земли, какь дно Оквановь. Но неровности рельефа земли столь 
незначительни вь сравненій сь длиною радіуса, что можно ев 
разсматривать какь правильний шарт. 


данітикь еще, что тоть слой, которий находится вь ке- 
посредственнихь отношеніяхь со средою, вброятно, на диб моря 
обладаєть большей  теплопроводностью. Йалн, захегающів на 
диф, благодаря сильному давленію плотифе, чіфиз рихлая почва 
поверхности суши. Йзв'встно, что пзотння породн лучше про- 
водять теплоту.--Йлн на дні пропитани водою, лучнв прово- 








35 ЮЬ ТЕОРІЙ ВЬКОВОГО ОХЛАЖДЕНІЯ ЗЕМЛИ. 117 


дящей тецлоту, чВи»ь воздухь, отчасти заполкюяющій порн вь 
почві 1). 

Вь настоящев время дно Окевнов» содержится по большей 
части вь теипературахь 09--29 0. Сзь какого времени уста- 
новились зти температури --- нейзвістко. Коли в» какой-либо 
періодь вь нсторін земли полярнниь водамь бихь преграж- 
день доступь вь Океань, то виїсті сь тім температурн дна 
дояхин бнли бить више. В» Атлантическомь Океан вдоль 
береговь 2) Европн и Африки температури дна внше 29 Є. 
Сання внсокія температури в» открнтомь океані встрічаются 
ї Тихаго вдоль береговь ШЦентральной Америки, 9куадара и 
Перу. Он здбсь доходать до до С. 

Извістно, что средняя температура поверхности суши 
близка кь средней воздуха. За недостаткомь повсенм'стинхь 
наблюденій надь первой, можно себБ составить о ней в'івкоторое 
понятіє по второй. Чаще всего температура почвн нбеколько 
внше, шногда нбісколько ниже. Положительная разность иногда 
какь напр., вь Нукусв превишаєть 49? 0., но вь виду сухого 
и жаркаго кляймата зтой станцій, можно предполагать, что 
наксимальная средная разность немногимь превншаєть внше- 
упомянутов число. Вь Сахарв, в» Сбверномь Судані средняя 
температура цоверхности навірно не меньше 309 С., за то в» 
Якутскі еще вь глубині двух» метровь нибется -- 1191 6. 
Судя по температурв воздуха, вь Єбверо-Восточной Сибири 
средная температура почвн в» иннхь мфетахь, пожалуй не 
внше -- 159 С. 1). 


1) Ср. Опмтюм Дитрова, 8 1. 

2) Ср. Вегспайе'з Ріуз. АШав. Керть изотермовь. ШНапіБисі дет 
Озвапоєртаріїв Воривівмекі и. Кгйгпошеі. Абіав фев Орвегузіогіцтів 2ц Ната- 
Баг. 

1) Здвсь приведень  температурві воздуха. Сравн, Карти Хана вь 
Вегубашв'в Айав ш Зріївівг'я работу вь РДепКосіг, Акад. УГ/івв. УЧівп за 
1886 годь, 
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Нензвістно, каковв температури поверхности земли вблизи 
полюсовь. Заміфтимь только, что он ке когуть бить особенно 
низки подь Гренландокими й другими поляринми леданний 
полями. В» 9тихь пластахь льда єсть тоже несомнінно термк- 
ческій градівнть. Всайдствів зтого у основакія ледника темпе- 
ратура во всякомь случав внше, чБиь в» его верхней поверх: 
ности. Бишофь діфлаль наблюденія надь температурой почвн 
подь Альпійскими шледниками, ко зти наблюденія діжались у 
края ледниковь 1), а потому остаются безь значенія для зани- 
хающаго нась вопроса. Он впрочемь всюду показали теипе- 
ратури ибфоколько внше 09 С.2). Такь какь Арктическів и 
Антарктическів ледники обладають большой толщциной, а гра- 
дієнть во льді женьше, чіжь вь породахь почен, то вроятно 
на Дн ледниковь тежлературн вт нбфоколько градусовь вне, 
чВиз среднія температури вь ихь поверхности. 

По всей вброятности 509 С., максимунь 609 С. воть 
крайній предфл». котораго доститаєть разность между средними 
температурами разнихь жбсть поверхности земли. 

Температура поверхности земли можеть бить внражена 
рядом», состоящимь изь Дапласовнхь функцій. Тодгунтерь2) 
предзагаєть нікоторнй способь, помощью котораго можно низь 
данних» для достаточно большого числа станцій прямо найти 
формулу. Зтой формуль внводить не станемь. Разсмотрияь 
нікоторня  неравенства  температурн,  отдільно одно от» 
другого. 

Возьмемь. любов гармоническов неравенство й положихт, 
что поверхность шара содержится в» температурб: 


А и, 


ц, Вкражаєть гарионическов керавенство т-таго порядка 


2) Візсбої, Ріє УУйгеїебго дев Гапегеп шпьегез Ріапейїеп. Глава ІХ. 
3) Тодбипіег. Рис, сів. стр. 200. 
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т. 6. Лапласову функцію п-таго порядка. А есть положитель- 
ная постоянная величина. Ми прибавляємь постоянную потому, 
что функція ши, можеть бить вь яннхвь кбвстахь отрицательная, 
Между тіиь отрицательная температура есть вещь кевозможнах. 
Положим»ь, что сь начала процесса охлажденія прошло уже 
безконечно долгов время. "Тогда согласно обказанному вь 8 3 
вліянів шервоначальнаго распреділєнія температури уже со- 
всфу» йсчезло, поверхностная температура дошла до бвоего 
предільнаго вліянія. Другими словами, ми мисленно перехо- 
диюь кь тому безконечно далекому будущему, когда земля 
утеряєть весь запась бсобственной теплоти и вя температури 
будуть исключительно завиєфть 9ть кдиматическихь причин, 
Разумфется, здісь дблаєтся предположенів, что климатическія 
условія остаются постоянними. Копечно, такой случай єсть 
чисто ядеальнні, но посмотрим»ь, что вийдеть изь 8того пред- 
" положенія. | 

Согласно тому, что бнло сказано вь 5 3, внутри шара 
нибется теперь температура: 


У пе (2 - А. 


Возьмемь дві точки вв позерхности шара, проведень к» 
отим» точкаюь радіуєн изь центра, Если разность между тви- 
пературами вь оббихь точкахь поверхности шара равна х 
градусам», то вь концентрической шаровой поверхности ра- 
діуса: т|"«С В), вь тВбхь точках», гдб проведеннне нами 
радіуєн  пересфкають зту поверхность разность температур» 


будеть: 
т п 
(зо | 


Вслідствів неравном'врнаго нагрітія нате тіло не вожеть 
нифть правильнаго сферическаго вида. Обремь изифнаєтся сь 
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текпературой, а потому наш'ь шарь дояжень нспитать дефор- 
мацію. Сначала оцінямь зту деформацію менфе строгить ме- 
тодожь.--Положниз, что шар» раздівлень плоскостями больтихт 
круговь и конусами, иибющими вершину вь центрі на охежен- 
тарння пирамидн, нибющія основанія вь поверхности шара, вер- 
шини вь его центрів. Положиюь, что всякая пирамида разтя- 
рявтся такь., какь будто вя боковня стівнки ш абсохютно 
неподвижни. "Тогда пирамада на оси которой температура 
нибеть численноє значенів: 


т п 

А- (2) и 
разширяєтся такь, какь будто, она принадлежала-бн кь шару, 
разширяющемуся всяВдствів нзиїненія температурн: А ве 


тенпературу 4 -- (7) и... Йзь втого сейчась находять, 


что обьемь посхв разширенія, так относится кь обьему передь 
разшареніємь как»: 


3; Зи, 


143 : 1. 





Р есть козффицівнть линейнаго растиренія. Йзь зтого са"Бдуеть, 
что разстояніє основанія пирамидн оть центра увеличилось вь 
отношеній : 





1 9ки, 
Ул ча : 1. 


Такь какь ЕК єсть малая величина, то можно вийсто точ- 
наго корня взять: 


, ЗІ 
Ро . Щ) 





Мн предположили, что козффицієнть реасширенія посто- 
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янньй. Возьмеюь за то большой козффиціенть, наприм., такой 
какь для жехліза при 409 0.1), 


0,000011. 


Возьмемь сначала функцію перваго порядка. Зам'тикг, 
что, вь соврешенной температурі поверхности земли таков не- 
равенство существувть, нбо вт среднень южнов полушарів 
иифеть болів низкія температури поверхности, какь сівернов; 
западнов ють меридіана острова Ферро бохіе низкія, какь 
восточнов. 

Особенно рельефно внражаєтся ото неравенство, если раз- 
скатривать такь наз. полушаріє суши, котораго пожюЄєь нахо- 
дится вблязи Лондона и полушарів морей. Сравнимь землю, 
раздЬленную на такіа два полушарія сь шаром, поверхность 
котораго содержится в'ь температурі: 


А-КВ.созб 


0 счятаєтся оть ХЛондонскаго полюса до противуположнаго. 
Отдівляя другія слагающія температури земной поверхности, яз» 
приблизительнаго внчисленія нахожу, что В не должно бить 
божьште, какь 59 0. т. в. всю анплитуду разностей темпера- 
тури полагави»ь вь 109 0. 

Тогда пожощью форинули І, полагая по-- 1 а радіусь земли 
равинизь 6370000 жетрамь найдемь, что самов большоє воз- 
вншенів деформированной поверхности над» поверхностью шара 
не превишаєть: | 


263 кетровт 


столько-же получимь для найбольшаго пониженія дна в мор- 
скомь полушарія. 





1) Даштіо ев Вопіу Соцпгв йе РЬугідие, П томь, стр. 91, язд. 1883 г. 


192 зі. П. РУДЗКІЙ. 40 


Климатическоє неравенство между знваторомь и похюєани 
нибеть гораздо большую амплитуду. Она пожалуй достягаєть 
509 и больше. Зто всть неравенство второго порядка, позточу 
поес2. Оказнваєтся, что сокращенів полярнаго радіуса противь 
окваторіальнаго доходить до 


2102 кетров». 


Больтія неровности рельефа земли 1), какь напринбрь 
обь Акерики, Африка и Европа внражаются кгармоническині 
сферическими функціями 4-го порядка. Сюоотвітетвенно неров- 
ностямь рельефа яиїемь неравенства температурь того-же по- 
рядка, но амплитуда яхь меньше, чівиь у неравенства второго 
порядка. Притомь вт знаменателіь формули П будеть теперь 7. 
Сябдовательно, деформація будеть женьше даже, чіЕкь в» 
первомь прим'рб. 


Оанівтимь, что вс оти дефоривцій доходять до каксинула 
вь другихь міВстахь земной поверхностя так», что даже сувна 
их» нигді не должна превишать крайняго преділа дефориацій 
второго порядка. Впрочемь ин только разсиатривали примбри, 
вовсе не желає опредіблить какую-то діВИствительную дефорна- 
цію, хотя вь виду того, что зти отступленія очень незначи- 
тельнн, употребленний здісь способь вичисленія даль-бн очень 
точине результатн. 


Изь отихь приміровь видно, что разві в» случаб, когда 
кооффицівнть разпиренія веществь внутри земля несравренно 
больше козффицієнта разшяренія желбіза, мбгуть получиться 
бохве крупине результатн. 


Ми предположили, что время, нстекшев сь того можента, 
каькь началась реакція климатическяхь условій на температура 


70. Н. Дагуїо. РБіЇ. Тгвов. Усі. 173, Рагі. І, стр. 228. Оп ів 
вігевсев Фав бо фе звірі об Сопбіпепів. 
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ядра земли безконечно длянно. Между тім» погабанів старих», 
и возраставів новнхь неравенствь вдеть крайне медленно. Мн 
сейчась скажень нбвеколько словь о скорости погасанія, те- 
перь-же зам'івтимь, что неравенства ввсокихь порядковь хотя 
и скоро погасають и взайино бистро стрематся кь преділь- 
ному свовжу вліянію, но за то проникають не глубоко 1). 
Изь нашей простой формулки (1) сейчась видно, что дефор- 
мація «сефегіз рагібця» все уменьшаєтся по иіврі увеличенія 
числа: п. В» виду всего отого и не стойть пускаться в» стро- 
тов аналятическоб изсяВдованів зтих»ь дефорвацій. 


Когда вреня, истекшев сь того момента, какь началось 
вліянів извівстнаго неравенства температури поверхности, єсть 
конечная величина, то неравенство температури порядка п 
внутри шара внражаєтся сліьдующимь образом»: 


«Со 


дта форшула написана по образцу формули ГУ Рів (1), 
причез», 


йо -нчай рії. 
5 Уа а, Ф( рт) 


Бсли предположять, что первоначальная температура била 
функцівєй оть одного лишь радіуса, то кромб общаго сокраще- 
нія обтема появится только деформація, визванная неравенствоюь 
текпературм л-таго порядка. 


Посмотрим»ь скоро-ли погасаєть з,, т. 6. рядь, виражаю- 
щій погабанів неравенства второго порядка. Сь отой целью 


1) Примтчаніє. Во избіжаніє многорвчія мьі позволиди себі вире- 
зиться не совеВи точно. | 
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нужно разсиотріть кооффицівнти: а,р;. ру-- В » ТАВ т; 96ть 
і-тій, неравкий нухю положительнкй корень транецендентнаго 


уравненія : 
Фа(пучно, 0, ПІ 


Замітимь сначала, что при единицахь: времени --- год», 
длинн--одинь англійскій футь по Томсону 7): 


ЕК, радіусь земли вь футахь, круглим счетомт: 


20.000.000. 
Слфдовательно : 
аз 1 
Ві 1013 


Ота постоянная независить оть единиць длинн, вя изибреніл 
суть: 
Т- 


гдб Т обозначаєть время, повотому ее можно употребить я тогда. 
когда единицей длинн взять метрь, лишь би единицей вре- 
мени остался Год». 


Корни уравненія: П находятся в» четвертомь, шестовь 
и т. д. квадрантахь. Первнй близокь кь 5,8 второй кь 9 я 
т. д. Очевидно скорость погасанія увеличится, если возьмен» 
вийсто перваго корна: 2т вивсто второго Зх й т. д. 


1) Сооіївд о? (бе Еагії Їос. сій. стр. 476. 
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тогда: 
" 
п р і м ч0з 4 
т 
8 рі Ї 402 9 
т 
е шо е 
--Фрії , 
Когда їсш-о, то веб: є принамають значенів: 1. 


Пусть 2--100,000,000 хіть. "Тогда: 


--Ф рії 

е ш- 0,996.... 
--а рії 

в -- 0,991 
--а' рі 

е -- 0,982 


Йзь зтого видно, что поблі ста милхіоновь яївть рядь 
з» будеть еще нибїть значенів очень близкое кь первоначаль- 
ному, только самне далеків члени ряда уже исчезнут». 

Первоначальнов зкаченів ряда 8: -- есть-- 1. Теперь око 
будеть меньше, насколько, ето трудно оцінять не діла вн- 
часленія. Моежду тбизь изь приведеннихь данних» видно, что 
нужно взять вь разсчеть многіє члени ряда. Но ивь найден- 
ннхь здісь числовнхь величинь для 


видно, что ототь рядь погасаєть весьма медленно. Сто милліо- 
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повь ять для него --- незначительний промежутокь времени. 


. . а? 
Йзь нашего внчисленія козффиціента рі яско видно. что 


такої медленнпостью погасанія онь обязань только тому. что Б 
есть очень большая величина. 


Но если з, погасаєть столь медленно, то даже пос5 
100.000,000 хіть вліяніє кликатическаго неравенства  огра- 
ничиваєтся только вифшпней оболочкой земли. Ми взяли чисто: 
100.000,000 безь никакой задней мнслн. Ми вовсе не хе- 
лаємь утверждать, что климатическов неравенство между зква- 
торомь и полюсомь существуєть сто михліоновь літь. Число 
било взято единственно ради примфра. Конечно, еслиб'ь взать 
во вниманів неравенство внсокаго порядка, то оказалось бн. 
что з, погасаєть несравненно скорбе. Но кн уже зкави»ь, что, 
чіви» внше порядокь неравенства, тіжь вліянів его падаєть 
бильнфе по мірі углубленія. Мн уже прежде показали, что 
окончательння деформацій ввсокаго порядка меньше оконча- 
тельнихь деформацій низкаго порядка. 


Внше бнло замічено, что ажплитуда неравенства текпе- 
ратури между полюсомь и зкваторожь есть самая большая, а 
потому и соотвівтственная деформація должна бить довольно 
значительная. На первий взглядь казалось-бн, что будучи по- 
жалуй самниз древнимь, неравенство тежпературн между по- 
їюсомт и зкваторомь должно бить найболфе різко внражено 
вь термическомь состояній земли. Геологическія данння до 
ніфкоторой степени подтверждають зтоть взглядь. Вь Силурії- 
сков время климатическів поясі оказнвають сходство сь бо- 
временивми. Начиная сь Юрской зпохи до совреженной клима- 
тическів поясни очевидно расположенн концентрическя  вокруг» 
теперешнихь полюсовь 1). Но, какь закВвчаєть Неймайрь, 55 


1) М. КХецшауг. Оебевг Кіїшаф. Ддопеп. РепКкаспт. АКкай. УУівв. УК іег. 
1883 г. 
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промежуточиня зпохи трудно просявдить такоє расположеніе, 
особепно-же різко отличаются климатическія отношенія в» ка- 
ненно-угольную зпоху показнвающую сябдн удивительнаго одно- 
образія климата. Сь другой сторонк Ваатень!) и нівкоторне 
другів геологи утверждають, что в» каменно-угольную азпоху 
значительная часть поверхности земли, теперь находящаяся 
подь тропиками, находилась вт условіяхь совсбиь сходнихь 
ст усдовіями, господствовавшими в» сбверномь дполушарій в» 
ледниковую зпоху. Ми восве не желаємь разбирать ото миб- 
нів, но позволямь себі сдблать зажічаніє, что большія дисло- 
кацій способни визвать перем'вщеніз земли относительно вх оси 
вращенія. Между ти» ваправленіє оси остаєтся постозниниь 
вь пространстві 2) относительно соляечной систекн. 


Й такь явллется соннительннуь, Ссуществуєть ли 9т0 не- 
равенство постоянно Сь Ссамаго начала существованія земли. 


Ми уже не говори» о том». что изийбненія вт распре- 
діВленій суши и мори, вь направленій теченій, воздушнихь и 
морекихь изм'івняють условія и опать ослабляють вліянів отого 
неравенства. 


ИЙ такь деформація, вьзванння совреженними неравенствами 
температурь поверхности равно какь и ті. которная били вна- 
ванн в» прошедшемь другимь распреділеніємь суши ки моря 
нли «ар іпібіо» существовавшими неравенстважи в» распреді- 
левій температурн внутри земли, вев заключени в» тіснне 
предфлн. В'ь бравненій сь общимь сокращеніємь обвема зежли 
всл'ідствів охлажденія, онВ являются второстепенинийи факто- 
рами. Однако он дійствують в» пользу сохраненія существу- 
юшихь условій, ибо все таки дно Океановь должно немножко 
скорбе понижаться какь поверхность суши. у 


1) Уавсеп. Сатбопе Кізгеїй Фабгі, йдег Кк. Кк. беої. Кеїсбзапві. 1887 г. 
3) Троповоп ев Таїв. Ттеві. оп Маф. РЬці. 5 108. 
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Дависонь и Дарвинь разбирали вопрось общаго бсокра- 
щенія обьсма зеили!). Изслідованія зтихь ученихь ним 
цілью разтяснить образованіо складокюь в» земной корбв. Сті- 
дуя по пути, указанномь Дарвиномь, можно разобрать вліяніє 
неравенствь температури на образованіє складок. Но гффекть 
ихь будеть несравненно меньше, главнимь образом'ь потопу, 
что амплитуда неравенствь температури несравненно женьше 
анплитудн общаго паденія температури. Д'іЙствительно, еслнбо 
даже темперитура ядра земли книгді не превншала тенпера- 
тури плавленія лави при атиосферномь давленія, то еще ая- 
плитуда общаго паденія температури била-бц больше 100096. 
т. 6. вь 20 разь по крайней мЕрів больше, какь виплнтуда 
самаго крупнаго климатическаго неравенства. 


Потозвь, вев оти неравенства низм'інчивн и непостоякнни; 
общев пониженіє температурк постоянно и древні вефкь не- 
равенствь. Чім» внше порадокь неравенства, тбіиь бильніе 
оно слабфеть по мірі углубленія. Ото тоже уменьшаєть 9ф- 
фекть неравенств». 

Й такь керавенства температури производять нфкоторна 
деформація, но благодаря тому, что ихь амплитуда по отно- 
шенію кь такому громадному шару, как» земля, слишкомь мазн, 
ихь вліянів совсбиь незначительно, хотя й дійствуєть в» 
пользу поддержанія существующаго распреділенія суши и моря. 
Поотому нельзя относить ка ихь счеть какихь-либо боліе зна- 
чительнихь деформацій, развв вь томь случав, когда о0ні 
дЬйствують вь продохженів неймовірно додлтихь періодовв 
времени. 

Всолідствів неоднородности земного шара зффекть общагто 
сокращенія обьема сосредоточиваєтся в'ь извбстинхь областах». 
Тоже самов случаєтся й сь зффектомь неравенствь теннперз- 
турн. Тогда очевидно містинй зффекть будеть больше. 


1) РЬії, Ттапв. за 1887 год». 
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Результати 5 3, шогуть бить примВнени кь рішенію од- 
ного вопроса, возбужденнаго Дарвиномь. Вь одной яз» сво- 
яхь работь ') онь слрашиваєть какія гармоническія неравен- 
ства цогабають скорве. Бкжу показалось, что неравенства вн- 
сокаго порядка доджни погасать медленнфе, но он» говорить 
сейчись 2) «только анализь можеть разрішить ототь вопрос». 

Ми нашди, что неравенства внсокаго порядка погасають 
скорбве. 

Г. Г. Дарвинь хотіль узнать, что само по бебі боліе 
прочно гора-ли, гориній хреботь, йли материкь. Если принять, 
что неравенства внсокаго порядка погасають скорбе, то ви- 
ходить, что материкь; если, какь то показалось Дарвину, 
принать, что недленнфе, то виходить наобороть, что горний 
хреботь прочнбіе. 

Наши результати показнвають, что материки прочивв. 
дто сяївдуєть понамать вь сліьдующемь синслВ: если разска- 
тривать неровности рельефа зевили, какь пройзведенія нікото- 
рних внутреннихь силь, то материки по существу своєму бо- 
ле прочнн, менфе єклонни обрушиться или провахиться, как» 
горнне хребти. 


1) Оп Бодіїу бідев. РБіЇ. Тгапв. Гопіоп 170, чаєть Ї, стр. 27. 
2) «Опіу апаїувів ууопій ів! ов», 
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Математическія приложенія: 
І. Сяфдуєть доказать, что: 


2 
71 Б, (рі): 
ї ар 


А, з 


когда ИЗВ'БСТНО, Что: 


В Р я 
2 У (5 "р, (от) ау 





Ак я 
"я ФВ, з У 
| В ар (р) | 
я что: 
Е,(р.т) з- 0 когда то В. 
Пусть 
р са 
рКа- 2 


наконець 1): 
Р. (а) а ци ка (а). 
Тогда: 
Рв 
4 аг" ВЕ, (а2)ах 
А; --- В НМ . 
, чн Ї 4Е, (2) | | 
42 


Фк нь п т- 





1) Ср. еормузь УЇ в» 8 4. 
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Пуєть: | 
ца, нау, П 


бан Гора | ти. дд, 


ш, Очевидно ділаєтся равно нулю вивств сь Р,. С» другой 
сторонні, изь извістнаго отношенія |) между функціями Бес- 
села: 


тогда: 


" а. 
Р дах 





когда то-по-ь У, слідуєть: 


Р, аб, 
Ер ря (п-Ь1) Рі "б ас | ПІ 





Изь зтого опять сявдуеть помощью формуль: П 


отеюда: 
би, ід ее ша - С. 


У нась интеграль дояжень бить взять оть з о 0, До 
ши;, о ДЛЯ 2е-0 ц,--0, бІ8довательно ((--0, 
Й такь 


У жі і, аг -Ї ти, 2 се цу (2) 
0 0 
лю Ро Ка (2). 
Изь извісткаго отношенія между функціями Бесбела: 


т 4, 
ДА ее р Ло ча у 


ГУ 


1) Ср. ТодБапівг, Їое. сів., 297 стр. 
Т. ХІУ. Зав. Мат Озтд. 10 
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мкогда тез п -Ь 1, сябдуєть: 


п ав, 
Ва аа? 


два гозг (т. 6. те- БК) Бу--о, а потому: 


4Е, 
42 





ан 
ці 


ярі" 


Пожощью формуль ТУ к У сейчась находии» : 


2 
А а 
мо" а Ву (2) 
А по У обратно: | 
2 
НИ А! 
з 
наконець, такь какь 
2 те рі 
2 
Арт "ДБ, (ФВ); 
Р 


что и требуєтся доказать. 


А, бостойть козффицієнтомь при Б, ( р,"г), во: 


Е, (рт) є (рт)! 9" ( рт) 


22 (рі фо 
ЧО рВ): а зорю (РЕ). Вч" (рі), 


но 


Ф. ( 2К ) ше, 
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слідовательно : 


РКО 29 РИРХРО В 
гав: , 


п - 
.е 


Такинь образомь справедливость формули ІМ (1) Різ вв 
5 4 внпохив доказана. 
Прилооженіє П. 


Схбдуєть доказать, что 


"асо 


В 6 . 
У а. в. (ри І 
їезі 
Вспомнив», что: 
а 3 
п Фе, (р. Б) і 
іт 


можемь написать : 





Зтоть рядь єсть сумка дбйствительнихь остатковь (ге8і- 
да8) интеграла : 








2 Ф, (2) 
Дан уст 
жу-л 4 гр.) ПО п 


б 
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для пожюсове: 
2 тео р; . 


Контурь ннтеграцій есть зажкнутний, онь должень обни- 
мать всю область, лежащую на лівой сторокб оси у, такь 
какь ве положительннв корни входять в» составь рада: І. 
Ми дохжни тоже исключить точку, 22-20, такь какь нулевне 
корни не входять вь рішенів. 


Отправимся по слідующему контуру, по оби у ость 


у---рор до у----00 обходя точку 2--0 по маленькому по- 
лукругу, потомь по полукругу безконечнаго радіуса  оть 
у2----00 до у---ро0. Сообразно сь зтим'ь возьмемр: 
2 се реозб 
У се реяйьб 
Такь как» 


з су() 


п т я Гу Ган) 
(р ) ру Го) Г (іч 0 | 


то теперь 


фаве-У--1 4, 
тА8: 


ісхо (--1)! (2) соз 218 


о Гонно 1 (інн) 


5 
; ПІ 

цею (--1) ( т) зт 240 
еУоудаден 


шо Тон» Почну 


Такь какь вь знаменатехв ннтеграла / появились мни- 
мня вкражевія, то освободим'ь его оть зтихь инимнх» вели- 
чин». Послі очевидньихь преобразованій найдем» : 
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, 1 С з8-Ь40 1 С 45--0Оз ар 
2-2) зро о ме 53» 


1 89-40 фр 94--0з | 
Ц ту --1 б аеро р -я 1 У брат аз 
и ( суть тф-же з и д, только г замінено буквой БД. 


Сумиа шнашего ряда равна дбВйствательной часта инте- 
грала /., но изь двухь дійствительнихь интеграловь одинь 
относитоя только кь зиній: р другой только кт линін: 0. 








б 


. т т 
Но на линій р илинаоси у 0 оз о; НЛН 0 ша 5 волВд-. 


ствів отого веВв зіп давс-о, а потому: 


з -- 0 


З ше 0 


Таким» образомь весь второй ннтеграль равонь кулю. 
Возьнемь первий интеграль по маленькому полукругу., обходя- 
щему точку 2--0. 


Для гос, рес0, 8с-9, Южко 
де-1, Фе 1 
Савдовательно будеть: 


1 


РИ 
- 3 аб ает. ТУ 
З 
ги 
Йнтеграль по полукругу безконечнаго радіуса идеть оть 
т т 
-- 3 2 - 5 Ми сейчась покажем», что он стремится к» 


предблу нуль, когда р увеличиваєтся до безконечности. 
Изь формуль ЦІ видно, что относительно 6, функція ? 
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есть нечетная, 5 четная. Поеотому интеграль 





есть четний, а потому можно вийсто него взять нитеграль: 


" 8в4-0а 
СТИ 


Замітинь, что. 


В, (Хіт 2-Х соз 2), 
пр а анод у 


тав Х, Х, есть похйноми порядка п и п--і яхи наобороть, 
Подставляя : 


дазт.р(соз0-К У --1 зіпб), 


получимь новня внраженія для 8 н 0, Состоящія изь н'Вкото- 
рьхь полякомовь, изь тригонометрическихт и гиперболическихь 
синусовь и косинусовь. Подставляя оти вираженія вь форнулу: 
У, приводя вь порядокь и т. д. увидичь что, БОГа8 р очень 
велико, нашь интеграль будеть почти равен»ь интегролу 


2! Вч " от--В) зп 0 
"РУ в. созЇ о(т--Вусоз 0)40 
0 





но втоть ннтеграхь пока т «0 5 стрешится кь нулю когда р 
возрастаєть до бевзконечности, 


) 
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Такимь образом» дій твительная часть янтеграла / со- 
гласно формулі ГУ будеть 


1. кс с-і. 


что и требуется доказать. 


Прилоожюеніє ПІ. 


Слбдуєть доказать, что корни положительнне, не нулевне 
трансцендентнаго уравненія: 


Е, (2) во 
находятся вь (п-Ь21)-хь квадрантахь, причемь 
«оо, 2,3...... 


Относительно корней атого уравненія изв'встно только то, 
что било найдено Пуассономь 1). Онь, собственно говоря, за- 
нимаєся уравненіви» 


(а) зо, 
гав «/,, єсть Бесселова функція. Но в» виду того, что: 
Ваза Лі, (2), 


очевидно, положительнне й не нузевне корни зтихь уравненій 
тождественни., коль скоро: 


кт "а. 


Пуассонь зам'тивь, что, когда 2 очень велико вь брав- 
пеній еф п, то діфференціальноє уравненіе, которому удовле- 


я- 00 аю 





1) Тодбипіег, Їос. сів,, стр. 312 ш схва. 
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творяєть функція Бесселя, можеть бить приблизательно замб- 


нено уравнекніви»: 
із 1. / є) - 
"чо (Па )чоо, 
нашель для него тоже приблизительний шнтеграль : 


2 (з т ) 
Пре - Ро . 


Изь отого блбВдуєть, что большів корни уравненія: 


др 


Е, (а) зз о 


приблизительно таків-же, какь корня уравненія 


зо сан о 


У функцій БК,, входящихь вь наше рішенів указатель п 
есть или () или цілое положительноє число, Зти функцій мо- 


гуть бить написани подь различними видами: 
Е.(є) ке а оку, (я). 
у, 6оть функція Бесселя 1) шли функція 


є (--ЛУ З) 


я Я 
. 


у Ге Ген 
Сь другой сторони можно напасать: 


С Х, віп 2-Х соз 
В, (2) я рада . 





1) Тогавп, Їос. сів. стр. 441. 


ПІ 
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С єсть нікоторая постоянная (положительная), 





А А 
Хі З 24 па 
А А, 
Хара вра 
причень: 
А - 1 
А, с 1 
2.(п--8) 
Аа о 


Х" я Х) суть поляномн. Когда т четно, то полином»: 
Х, оканчиваєтся членом : 


/-Яу а, 





1 


а полиномь: Х" оканчиваєтся членом» : 


(у - --Л1Уу- зу з а. 


Когда т есть нечетнов число, то Х, оказнваєтся чле- 
ном: 


«У -1у- ау ям, 


а полиномь Х/ оканчиваєтся членом»: 





«у-ту о 


Подь видовь: ПІ функцій: Б, явлаются, кажется, вь : 
первьй разь у Пуассона 1). В» своем» изелідованій он'ь взяд» 


1) Роізвоп, Їос, сії. 5 81 и сабд. 
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собственно говоря функцію: 2" К,, вслідствів чего вь даль- 
ніайшемь изсяВдованій вводить множитель : ж". Впрочем виде: 
ПІ хорошо изв'встень. 

Йзь формули : І видно, что уравненів : 


Е,(х)хзо тав пез0, 1,2, 3....... 


нибеть п нулевнхь корней. тими врулевния корняжи вовсе не 
будень заниматься, такь какь они не входять вь рбшеків. 
Лу, для отрицательнихь значеній перем'внной дблаєтся шни- 
ни», но зтого не случаєтся сь ЕК,. Но такь как»: 


Бона 1-й... 


т. 6. рядь взь скобкахь включаєть только четиня степени пе- 
реивнной, то отрицательнне корни уравненія : 


ЕК, со о 


равни по абсолютной величині положительнни». Впрочем'ь нась 
унтересують только положительнне корни зтого уравненія. 2 
потому можно сказать, что корни азтого уравпенія суть ті-ке, 
что корни уравненія : 


у, пло. ГУ 
Сь другой сторокн изь формули ПІ видно, что заннив 


ющів нась положительнне корни равнн корнямь трансценлент- 
наго уравненія : 


Х,зіпа--Х'со8хо-о. У 
Ми будень пользоваться, сжотря по обстоятельствамь, то 
тби», то другимь видомь уравненія. Во избіжинів постодиннх» 


оговорокь зам'івтим»ь, что впослідствій будожь говорить 0 не 
чулевьков положчутельньха корняхь уравненія 


Е, (2) єзо, 
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Начнемь разсужденів сь нбфоколько болів общаго случал. 
Зам'їтив, что всегда 


т 
Ле по Фо (8). 
" Гі Ф (8) ХІ 


о-(5) 


8 
Р» (9) яв 1 рі ТО 13 тор1)(п-р2) 


Отеюда легко вивести савдующія дифференціальння урав- 
ненія, вь которнхь, число знаковь "' показнваєть порядок» 
производной по 0: 


Ф» ЗБ (тАКІ) Фо З бра зо 0 
" "Е (т-Р2) фу У бра яз о 
Фон (т-нЗ) фо ва «з о уп 


На основанік зтих»ь уравненій, Тодгунтерь 1) показнваєть, 
что корни уравненія: 


Фи (0) єе 0 


веВ дЬйствительни й положительнн, Число ихь безконечно. 


Дальше изь зтихт уравненій слбдуєть, что зто уравненіє 
не нм'іеть многократнихв корней, ибо коль скоро ф,х2о вивсті 
сь Фитто0, То Я вев остальння пройзводиня равин нулю. Слб- 
довательно корни нли однократни или многократин безконечнов 
число разь. Очевидно, второе допущеніє невозможно. Дальше, 


1) Шос. сів., стр. 307. Собственно говоря, вьіводь принадхежить Фурье. 
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изь уравненій У сейчась видно, что первая производная оть 
Фи по 0 и Ф,,; вЬ сущности одно и тоже. Д'йствительно 


РР 
Фен 0 Уш 


таф ДА есть постоянная. 

На основаній 9того зам'ічанія все, что било сказано об5 
отношеніяхь р, кь производннивь, справедливо для функцій 
Ф, разнаго порядка, -- Замітимь, что такь какь по опреді- 
ленію. 

0 03 
і (ія) 


то 
Фа Я 1 Х 


пока 0 нибфеть конечння значенія. Пожощью зтого замбчанія 
легко доказать, что Ф,,; ХВявется равно нулю в» первин разь 
їить посяв того, какь гр, СдВлалось равиниь нулю в» пер- 
вний раз». 

Дійствительно, поса точки 0-20 вс функцій ф, бначата 
нибють тоть самнй знакь. Положим»ь, что с, еще не сдхвіа- 


а т 
хось равиниз нулю, 8 Фиці ЯХИ, ЧТО все равно г." Те 


ділавтся равиниь нулю вь первнй разь послі точки б-о. 
Изь уравненій УІІ слідуєть, что вь ототь моменть 


а, 
Фи Я Фа Т- 0. Фо Я "бу 


дояжни нийть противинй знакь. Но гр, еще нб м'внало знака. 
а потому г,» ДолжЖно бно перем'інять знакь раньше чі» 
Фази:  Переходя кь сльдующему уравненію изь єйстемн МП 
увидимь, что в5 такою случай Ф,з Дояжно було еще раньіше 
изиБнять знакь.--Продолжая такимь образом дойдень 40 
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Ф.оу БОТОров, как» внше било зам'ічено, имбеть постоянног 
значенів: 1 пока 6 конечно, а потому не жожеть оділаться 
равнииь вулю прежде функцій пязкаго порядка. Й такь Фі 
дьзаєтся 5 тереькй раза равно нулю, лишь посла то, 
как» ф, сдтладось равно нулю тослать точки 0-20. 


Іти 
Тоже самое относится кь я 5; кь «,. такь какь веб 


т 


оти функцій дВлаются одновременно равнни нулю. 

Изь шпрежнихь разсужденій уже оказалось, что корни 
уравненій разкаго порядка другь оть друга различин. 

До срхь порв ми полагали т какимь угодно, хотя по- 
ложительнни»ь числом», теперь перейдень кь спеціально наст 
интересующему случаю, когда тосп-!/,, таб 


по-1,2.,3.... п.... 


Мн будень разскатривать функцій: у ни, что все 


равно Й, подь видомь ПІ. Тогда корни уравнекій : 
Лат Вуязо 


совпадають сь корнями уравненія : 


Х, 
Хоб ян 0. .  ХІ 
Припомним»ь, что: 
| А А 
Х, -- 1 раї гл 
А 9 А, 
ХХ -- х11 32 врят 


Аа А; 2-9) 1-1 А, і. 


Полиномь Х, когда п--2 ижбфеть 4 || корней а'з-аї, д'яза,.... 
» Х . » ь » 1-1 »  а'язфі, аРефі. 
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я кромв того корень: Ф2--0. 
Когда поз2:-Ь1 оба полинома нивбють і корней: 
3 


Рон Я РРО . д'єзфі...... 


кромв того Х., нибфеть корень: жето. 


А потому: 
раці а? У когда по 
реті-- 1 д? 
Хе п і-ї) когда по-д ХП 


Р П і-ї) когда пес2і-Ь1 
не 


Во всемь промежуткі ость 2-20 до г2о---ЬО0 шножитель 
ї Но вжфеть вліянія на знакт, а потому не будень больше 
обращать на него вниманія. 


Положимь что 2? оділалось больше канбольшаго нзь 
корней а3 и 02. Тогда всі множители в» пройзведеніяхь вида 
ХІЇ будуть отрицательнн, а потому чабткиоє: 


Х, 
ХХ! 


будеть постоянно  положительное, когда число пройзводятелей 
вь числитехВ и знаменатех'в одинаково, Т..6. когда т нечетно, 
напротивь того, оно постоянно отрицательно, Когда п четно, 
ябо тогда число производителей вь числителі и зкамеватег5 
различаєтся на единицу. Но котангенсь им'феть похожительння 
значевія вр нечетниьха, отрицательння в» четнихь квадрантах». 
Корни уравненія ХІ єсть абсциссн точекь пересбченіл кри- 
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Х 
вх: Б и соїд2. Йзь только что сказаннаго сжбдуєть что 


при пас21-Ь1, переєїченія зтихь кривих» могуть икбфть абе- 
цисев только вь нечетиихь квадрантахвь, при по-28 только 
вь четннх»--Й такь, посль тою какь частноє: 


Х, 
Х! 
85 посльдній раза перемьнило свой знака, кривая: 
Ж сода, азаней Ду м ЕК, 


мьняють знака только 68 нечетньхб квадрантаті, если т 
нечетно, только вв четнила если п четно. 

Занітииь, что пока п есть величина ковечная, полиномн: 
Х, и Х! очевидно не могуть пить безконечно большихь 
корней. 

Теперь предположимь, что, если КБ, , (./, «) дбВлаєтся 
вь первнй разь равно нулю в» (»-Ь1) он квадранті и послі 





| Ху 
того, какь частнов: ---,-- В» ПОСлЯвВДній раз» перем'внихо знак», 
-1 у 


вели Б, ділаєтся вь первній разь равно нулю вь (п-р2)-0м» 


квадранті и послів того какь 5 вь посявдній разь перемі- 
нило знакь; то непрем'івнно функція К,,, (.,., ) вт первнй 
разь міняєть знакь в5 (п 3)-ємь квадранті й послі того, 


Х, . 
как» Хо вь посяїбдній разь мбняєть знакь. Потомь мі до- 
чн 





кажемь, что функцій: й. Б, УвВняЮтьЬ знак в» первнй разь, 
первая вв 3-ень, вторая в» четвертомь квадрантв и поса 


хо Х, 
того БАБИ "у ВР посаВдній раз» изивнили знак». Йз» 
1 2 . 


отого уже можно внвести, что наше положенів справедливо 
для веВвхь прочихь функцій. 
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Доказательство для того случая когда т четно, немножко 
различаєтся оть того, которое ділавтся при т нечетном»ь. Ми 
приведемь только первое, ибо читатоль бань хегко зам'тить, 
какія нзибненія слідуєть сдблать для тп нечетнаго. 


" Ми только что доказали., что послі того, какт: Ра 


послідній разь нзмВнило знакь, корни уравненіа : 
ЕК, сз о 


находятся вь четнихь квадрантахь если т четно, вь нечет- 
нихь если т нечетно, Слідовательно вт данномь случав, со- 
гласно нашему предположенію. 2, шбнаєть знакь вв первий 
разь вь (п-Ь1)окь, второй разь вь (п--3)-ень. Б, шіняєть 
знак» вь первнй раз» вв (п.--2)-ои, второй раз вь (п-Ь4)-окз. 
06 функцій вплоть до перваго корна положательнн. Но пк 
уже прежде доказати, что /,,, вт первнй разь шінаєть знак» 
между двумя первнии корнами уравненія : М. --о. СлЬдовательно, 
ЕК, міняєть знакь или вь прожежуткі оть перваго корня 


трави. Р,жео находащагося гді-то вь (п-р2)-омь квадраті 
до (ачк2) 5 » или вь промежуткв оть (п-Ь3) 5 до второго 
корна уравн. /,--о находащагося гді-то в» (п-Н4)-омь ква- 
т (З 
дрантв иля вь промежуткв ость (п-р2) зо Ю (ля3) 5 з 


т. 6. вь (п-Ь3)емь квадр. 

Притомь, какь ото бнло доказано 1), между двунл 
корнями уравненія ВК,шео находится только одинь корень урав- 
ненія Ед "РО. 

Согласно нашежу предположенію во всемь зтомь проме- 
жуткі полиноми: Х, |, Ха, Х,, Х/, веб уже постоянно 
ниїють тоть-же саннй знакь, бо 22 больше веївхь корнеї 


3) Си. прим. на конці. 
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отихь полиномовь. Йзь уравненій ХІЇ видно, что вь данном»ь 
случай, когда по-ді (четно) 


Ху азе( - | у п--1 9 1 -- (1) І ЗА 7 


Пп 
ос в, хо асолу че, | з 


тав В б Ва Є буть существенно положительння, но 

впрочемн» нзибнающіяся вийсті сь перем'внной: г величинн, 
Сь другой сторонк, сравнивая фориулу: ПІ, вь которой 

виїсто БК, напишемь: 2 а, у , Єь изветной формулой: 


т. ерір и їн | 


вь которой, виїсто т напишемь т-1/., 1), сейчась найдем», 


что: 
» Ха РР з1)Х,--а2Х,, 


Хі аа (дпо1) Ха ХО, ХУ 


Изь формуль: ХІП и ХІУ находимь, что: 


Хо. 0 Ж п х36,-а "Е (дт-1)5, 
Х -5 1 т (2231) дп-1)7 
Итакь во всеюь интересующем» нас» промежуткі и дальше 
6его частное 





Хом 
Ха 
можеть нзиїбнить знак», только один» едипственний раз, при- 
том проходя черезь безконечность (когда т нечетно, то з9то 
частнов в»ь послідній разь ибняєть знакь прохода через» зна- 
ченів 0). 





1) Примтчаніє. Ото дозволительно, або только что при:еденная оеср- 
мула справедлава дан всякагу положительняго т. 


Т. ХІУ. Зав. Мат Отд. 11 
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Посмотримь, можеть-ли корень уравненія: Б, | -0, нахе- 
диться вь прожежуткв оть: Й,лео, до (а-р2)5: 
Ми уже прежде доказали, что вблизи точки: 7--0. 
ЕК. 2» 0. 
Но по форнухіь ЦІ: 


Его Са на біт Р --г С0Ї97 


? 


ай ай 
Ха их г|1-4зр Аг --... | 


сабдовательно для ло-о, полиномь вь скобках» равен'ь единиці, 
з вблизи отой точки онь положительньй. Й такь вблизи, хе-о 


Ха » о 


но и | 
зта 2» 0 


слфдовательно вблизи Фехо дояжно бить: 


Х, 
Хо - г со0ї9х 5» 0. 


Ху 
дто значить, что вблизи 22--0, крива: "хо | ВАЄТЬВИШе 
п 


кривой котангенсов». Но, чтобн не пересічься нагдф сь кравой 


Х, 
котантенсовь до самой точки К,--о, кривая: Р ДОХЖНЯ Ке- 
п-рІ 





премйнно постоянно идти внше крявой контангесов»ь. Ока 1о- 
жеть зто сділать переходя черезь нуль при значеніяхь 


т Зк Би 
ото Ж; клин з Тео 











я, 
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а черезь безконечность при значеніях» 
дактт з 27215586: 


Ока должна такимь образомь перейти черезь безконеч- 
ность ровно (і--1) разь, ни больше ня меньше "). Вибїсті сь 
ти» занфбчаємь, что вслибн которий нибудь низь полиномовь 


Хоча 


Х,а Я Хо нибль жногократинй корень, то кривая --р - 
н-рІ1 


непрем'внно первефклась-би сь соїдх раньше чі Й, ділаєтся в» 
первий разь равно нулю, а 9то невозможно. В» тоть моменть 


когда К,--о, кривая: зн уже совершила вев перенбин 
ь-НІ 


знаковь кромі посліднаго 0-таго перехода сквозь безконечность 
из» отрицательннхь значеній вв положительння. До сихь порь 
она шла постоянно внше котантенса, слдовательно и в точкі, 
тдб Р,--о ока идеть внше котангенса т. 6. вь (п-р2)-0нь 
квадранті она идеть внше котангенса. На всень проме- 
жуткі оть перваго корня уравненія: Р',--о до второго корня 
отого уравненія она можеть только разв пересфкаться сь ко- 
тангенсом». Положимь что вь (2-2 2)-омь квадранті она пере- 
свкаєть его разь; но тогда она перейдеть сквозь безконеч- 
ность еще вь (п-Ь2) м» квадраєтів. КЕсли-бк не перешла вв 
(п-Ь2)-омь квадранті, то, так В какь соїдх вь конц азтого 
квадранта діфлаєтся безконечним», она дояжна-бн сь ним5 пе- 
ресвчься второй раз», что невозможно. ШОпять, переходя низь 
-- 00 вь-НОЮ еще в (п-р2)-омь квадранті она вь (л-Ь3)-емь 
сразу будеть ииїть конечния значенія, а не нибя возможности 
божВе йзийнить знака. обстанется поєтоянно положителькой. 


1) Для уразумбівнія зтого совівтуємь составить соотвітетвенную діа- 
грамму. Особенно ваглядно представанетси видь обвихт, кривьіх» если вооб- 
разить себв что точки -р со и -- 00 соединень напр. на кругах» безконечнаго 
радіуса. 


«Р 
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Но вь (п-Н3)-екь квадранті соїдт переходить оть -Н ОС до 
() слфдовательно кепремінно будеть второе пересіченів оббихь 
крявнхь, что невозможно. 
- т 
И така вв промежутись ото точки БЕ,--о до (в-р2)5 
не можетаь бьшть корня уравненія: Ку іе20. 
т 


Разсиотримь теперь промежутокь оть точки (п-кз) з 


до второго корня Его. Возьмемь формулу Ї т. 8. 
ЕКооча "ДА 
и сравниюмь се 65 извівстной форшулой: 


дт 


она о Ло у ЛА 


1 
для тет 5 Тогда сейчась кайдом: 


дп-р1 
В ев Е--Е, « ХУ 


Нате изслВдованів пройсходить вь области положитель- 
никь значеній перем'внной 2, цо тогда, очевидно: Б, обра 
щаєтся вв нуль только тогда, когда: Б, я Б,,, одного знака. 
Но Б, вь отомь промежуткі постоянно отрицательно., Й, на- 
противь того положительно, ибо между вторвив корнемь в» 
(п--3)-вмь квадранті я 3-инь вь (п-Ь5)-омь оно положи- 


т 
тельно. Саьдовательно вв промежуткть оті (п--3) 2? до 


второо корня уравн. БК,--о не можеть бьйть корня урав- 
ненія: Кодізщо. 
И така з9тоть персьій корень можетз бьйть щ неюре- 


джьнно будеть между точками (з-р2)5 Н (в-н3)5 т. є. 
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вв (п-РЗ)-емь квадрантть нтьсколько раньше точки, адть 
Ї, | дьлаєтся второй разь равньмі нулю. 


Вь завершепів доказательства раземотримь функцій В", 
ЕК, и Е.. «Нарібия» функцій Р, нісколько яной, какь осталь- 
НХР. 

По форнухь ПІ. 


т. 6. вь четинхь квадрантахь на самой границі сь нечет- 
НИЙ 


Е (2) - у? - 277 (зіпа--соза). 


Корни уравненія: Р" --о будуть тів-же самне, что уравненія: 


у 


-- оо С0Ї05 сс 0. 
ри 9 


Они будуть абсциєсами тЕхь точекь, вь которнхь равнобоч- 
ная гипербола: ух--Ї пересіквется сь кривой котангенсовт. 
Но вь первомь и второмь квадрантахь: 


1 с 3 2"8,28''1) 
то 3 45 373: 13....9п 


Изь отого слвдуєть что разность 


Ганні 


1 сої дг 
ри 9 


1) В, єсть я-гов число Бернуйли. 
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постоянно  положительна ть о до т. Частнов: б - В 
первіій й послідній разь ивняко знакь в» точкВ г2--0. Цер- 
вий корень уравненія К'(х)с--о находится значительно дальше, 
Гипербола йдеть асниптотически кь оси х-овь и внше ся. Й 
такь сіда пересічеть ве вт» 3-6мь, 5-омь, вообще во всбх» 
нечетнихь квадрантахт, начиная сь 3-аго, || 


В, (є) с у : 277 (3 -- 27) зіпя - - 37. соб). 


Корни уравненія Б2со ті-же что уравненія: 





3-2? 
Х, 0 3--а" 
ХХ!" Зх 


Ото частноє шбнлєть знакь переходя черезь безконечность 
при дезо, черезь нуль шри 2-- 3. 

Слідовательно первнй корень должень находиться датьте 
точки то- /3, притоюь доджень находиться только вь 4-овь 
квадранті, 


Вь первомь и второмь квадранті имбемг: 


ча? і 1 щ 1 -; дл В, ач! 
32 8 00192-- 173933 | 3 313319. Зп 





дта разность похожительна Фть о до т. Вь третьемь 
| 3 --а2 
квадранті котантенсь подожительний, а кривая: з 





рицательная. Начинає сь точки со- / 3, она постоянно отри- 
цательна. Ординати я пока х конечно нивють конечнья зна- 
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ченія. Сябдовательно котантенсь будеть пересфкаться сь зтой 


кривой вь 4-омь, б-омь и прочихь четнихь квадрантах"». 


9-23 
Кривая у-- "з; 9бТЬ неравнобочная гипербола, вя 


асимптоти, прамна: х--о и у-З2--о. 


На основаній сказаннаго шожно доказать, что БК, нибеть 
первий корень вт 5-ом5ь, а дальнійшів вь 7, 9.... и т. д. 
квадрантахь. ШЦотомь, что Р, шифеть корни вь 6, 8 и т. д. 
квадрантах». 

Резюмируа сказанноє можемь оділать слфдующеє заклю- 
ченів. 


Корни уравненія: 
Е,(х)--о нли «До сао 
ГАВ по-1, 2, 3.... 


находятся по одному вь (в-К2)-омь, (т-Н2)-омь , вообще во 
(в--2й)-ома квадрант, адть і--1,- 2, 3...... 

Что я требуется доказать. 

Надь аналитическими схвдствілии отой теоренн ке бу 
деть здесь распространаться. 


Примічаніє. 
При переписнваній, доказательство, что корни уравненія: 
Фльрі 7-0 
находятся между корнями уравненіл: 


Фи--0 
било случайно пропущено. 
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Ото доказательство дфлаєтся помочцью формуль: УПи 
УПІ. Дьйствительно, нзь фориуль: УПІ видно, что функція: 
Флчн, ДВлаєтся равна нулю вибїстів сь производной по 0 оть 
функцій: ф,. Сслідовательно между двумя корнами уравненія: 


Фа 0 


находится по крайней мбрі одянь корень уравненія: 


Фаза 0. 


Нетрудно доказать, что в» 9отомь промежуткв находится 
только одинь корень. Д'йствительно, если вт зтомь проме- 
ЖуУТЕв Ф,: М'ВНЯЄТЬ Знак 5 раз, то Ф,,з Т. 0. Ф, нбвняеть 
єго по крайней мбрв Х--1 разь. Но нзь перваго изь урав- 
неній УП слідуєть, что, когда Ф,,: равно нулю, то Ф, 8 
Физа НИВЮТЬ противуположние знаки, слідовательно р, должно 
тоже мВнять знакь 5--1 разь, но ф, во вевжь разсжатривав- 
момь промежуткі не м'внявть знака. Оно м'вняєть знакь только 
ка концахь промежутка, но хорни обфихь функцій различня. 


Слфдовательно : 
Кіз. 


Что я требуєтся доказать. 











Йо области геометрія й неханняї. 
Д. Н. Зейлеера. 
Ааз дет бОербіеє дег беотвігів ипд МесЬапік. 


со Р. М. Зейідег. 


ВВЕДЕНІЕ. 


Статьи, помвщенння здісь, нацисани втеченій текуща- 
то года. Только первня дві написанн, одна в» 18397, другая 
вь 1833 г. Напечатанів ихь теперь внзвано тфизь соображе- 
ніви», что интереса новизні оніф не потеряли, такь какь до 
сихь пор», насколько намь изв'Встно, вь литературВв не появ- 
лялось статей по тфиз-же вопросам»ь. Относительно веВхь ста- 
тей шожно сділать общев замВчавів. Каждая изь нихь бнла 
в» своє время предиєтом»ь отдільнаго доклада ШНовороссійско- 
му Обществу Кстествонспитателей. Дишщь извлеченія изь отихь 
рефератовь вошли вт настоящій сборникт». то обьясняєтся раз- 
хичівн» в» требованіяхь, предзфявллемнхь стному и пясьменному 
изложенію предивта, а также желаніви» дать ляшь т5 резуль- 
тати нашихь нзслідованій, которів ми сочли нанболве вахж- 
ния. 
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І. 0 кривизні5 плоскихь исогоналей. 


На плоскости дань рядь кривнкт а, а,.., непреривно с25- 
дующихь одна за другой по какому-нибудь опредбленному за- 
кону. На одной язь кривнхь а. берется точка А, чрезь кото- 
рую проводать нсогонали 8 ко вебиз кривнив а. Такимь 0б- 
разом точка А оказнваєтся вертиной криволинейнаго пучка В. 
Являєстса вопрось, как распродбленн центри кривизни в5 
точкв А отдільнихгь крявнхь пучка В 

1. Цусть А'--точка, вь которой какая-нибудь исогональ 8 
встрічаєть сиежную сь є кривую а", АВ и А"В'--касатель- 
ння вь А и А" кь кривой 8, 40 я 4А'О--касательння вь 
тфхь-же точкахь кь кривнив а ка, К--точка пересіченія 
первихь двухь прямнх»ь. (Ч. І.). 


По опредблекію, 
/ ОАВеч / ОА!'В"; 


слідовательно, вокругь четюреугольника АКА"'О можеть бить 
описана окружность, откуда 


/ АОА'н / ВКВІ, 


т. 6. уюдлаь между касательньми в5 А ц А" ко смежньмь кри- 
вимо а ца равень уму смежности ва 4 шсощюнали 8. 

2. Пусть теперь а и а'--двів смежння кривня ряда а, 
ДА" и АДА'"--олементи нсогонали и ортогонали ряда, А'О" ня 
АНО" -касательння вь 4А' и ДА" кь кривой а, встрічающія 
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касательную ввь А кь кривой а вь точкахь 0! я 0" сот- 
вітственно; к--течка встрічи прямнхь А'О"'я А" 0", (Ч.2.). 
Цоложимь для краткости: 


Й АО'А'ет, / АОЧАНч, / ОКО" р, 
Треугольникь О'КО"!" даєть: 


1) таєп-р). 


Но угян т, и п раван. по предидущечу. углажь скежно- 
сти в А исогонази я ортогоцали; слідовательна, 


з ДА! АА" 
) тає ря В? 

тд5 Но В,--радіусн кривизин вь А зтихь кривнхь. Кронб 
того, такь какь прямня 4"О" и А"О" суть сиожння каса- 
тельння кт» кривой а, то 


А'А" 
3) ПРОВО 


нзь Д,'--радіуєсь кривизни вь А" кривой а'. Но низь тре- 
угольника ДДА"Д", уголь котораго при А" равень прямому, 
сліьдувть: 


4) А'А" з АД'зпи, АД" аа АД'ови, 


гдв ш--уголь между злементами АА" и ДА". Замічая, что 
вь предфав кривая а"! совпадаєть сф а и, сяВдовательно, пре- 
діломь для Б," служить радіусь /, кривизни кривой а вь А, 
находииь в» силу 1), 2), 3) я 4): 


І шзпи | оби. 
4) ГЕТЕ, 
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Полученная форжула хегко можеть бить вюражена слова- 
ни. Бе не трудно также нстолкюовать геометрически. Для отого 
пестройиь центрь 4/ кривизни вь 4 ясогонали «АА", Злєвб- 
тин», что 


Й МАО'яч / А'АД''ясу, АМе-Н. 


Беоли за оси координать примемь касательную 40" я 
норналь АР кривой а, то для координать з в у точки М 
найден"»: 


даже Пси, усе ЙПзпи. 


Схадовательно, форхула .1) можеть бить приведена кь 
ваду: 


-зцу 
нію 


что даєть намь слбдующую теорему: 

Теорема І. Центри кривизни отдільнохь кривнхь пучка 
исогоналей В кь систем плоскяхь кривіхь а, боствітствую- 
щів вершині пучка, лежать на прямой. 9ту прямую навзовемь 
централой точки 4. 

Теорема П. Централа точки А проходить чрезь центри 
кривизни вь А кривой а и ортогонали кь систенї а. 

Доказанння теореми заключають в» себі похний отвбть 
на вопрось, поставленяній в» вачажі статьк. Мн видимь, что 
достаточно знать дв точки централи для того, чтоби постронть 
центрь кривизви любой кривой пучка исогоналей. Даднив од- 
но приложеніє. 

Приложеніє. ""ребуєтся ностройть центрь кривизни в" Ка- 
кой-нибудь точків А логаривмяческой спираля. Йзв'встно, что Ж0- 
гарибийческая спираль ветрічаєть подь однимь ми тібиз-же уг- 
доюь радіусн-веютори, внходящіє изь полюса О спирали. бо- 
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вокупность зтихь радіусовь ми можем» считать бистемой кри- 
вих а. Сястемиа ортогоналей кь поблідней нзвівстна: 9т0-- си- 
стема окружностей, общимь цептромь которнхь служить точ- 
ка 0. Такь какь ве данкомь случав кривой а служить пря- 
узя ОА, то центрь вя кривизни вь А лежить в» безконечно- 
сти ва перпендикулярів вь А кь ДАО. Савдовательно, центра- 
лой точки А булеть перпендикулярь ОВ, возставленньй ке 
ОА вь О. Центрь кривизни М сцирали лежать, слідователь- 
но, ва пересВченій нормаля вь 4 кв спирали сь нрямой ОБ. 

Ми пришли таким» образомь кь Давно извістному по- 
строенію. 

Сентябрь 1887 г. 


П. 0 кривизніь поверхностей. 


Вь настоящей статьв мн наміренн изолідовать распреді- 
ленів вв пространствіф центровь кривизни сбВченій данной по- 
верхности (9) различними плоскостями, проходящими  чрезь 
одну и ту же точку 5 поверхности. дтоть вопрост легко рі- 
шавтся на осяованій результатовь 9йлера и Меньв. 

Пусть 92/--нормаль к» поверхвости, ЛМ/9Х и 2/51--пло- 
скости главнихь сбченій, пересфкающія по прямвиь 9Х я 51 
касательную плоскость кь поверхности вь точквВ 5, 05С- 
произвольноє євченів поверхности, плоскость котораго  пересв- 
каєть касательную плобкость по прямой 96,0 -- центрь кра- 
визнн вь ю полученнаго сбВченія. (Ч. 3.). 

По теореж5 Менье точка 0 есть проекція на  плоскобсть 
О5С центра кривизни 2 нормальнаго сВченія М5С. Полатаа: 


МеВ, 90, / МО, / 05Х з. 
найдем»ь. сяВдовательно: 


рез Козі. 
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Но по теоремв 9Нлера 


гав Б, я Б,.--тлавпне радіуси кривизнн, откуда 


пу З ср, т 


втЕ 


Если шк примоюь за оси поординать пряння 95Х, 51 п 
УМ, то для координать з, ун с точки 0 легко найдент: 


Фосрепдяпр, усе--репдсяр, 2зерсві. 
дти формули дають: 


с8бф зп 


3 2 
зручрачрууу у пря р В, . дру ееріят 


Отсюда внтекаєтт: 
ни В з) (2? 49-42?) еер'зпід (2 ТВ о - тво, 
вь силу а). Пользуясь формулами: 
2 ее резд, а руб аерозпд, 
позучимь окончательно: 
2, У" МДУ 
ВТЕ (22-ру?-р 2?) же к(2?-ру?) 


дто уравненів даєть намь теорему: 
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Теорема. Центри кривизни плоскихт єїченій, прохода- 
щихь чрезь одну и ту-же точку 5 поверхности (5), лежать 
на поверхности четвертаго порядка, Ота поверхность якіеть 
тройную точку вь 5 и двойную прамую, совладающую сь нор- 
налью вь 5 кь поверхностя (5). 


Сентябрь 1888 г. 


ІП. Обь одной теоремб злементарной геометрій, 


Пусть а я ф --двв пряннхь вь пространстві (ч. 4). 
Чрезь пронзвольную точку В второй пряхой 0 проведень нде- 
скость (а, В) и возставниь кь послідней перпендикулярь 
ВВ,, равннй разстоянію В.А точки В оть црамай а. (ділаєнь 
тоже постровнів для всфхь точекь прямой ф, при чень пер- 
пендикулярн ВВ, будень проводять вь одну й ту-же сторону 
оть соотввтствующихь плоскостей (а, В). Коли условимся 01- 
іФвзки ББ, назнвать моментами точекь В относительно пра- 
ной а, то теорема, которую мн намбревн доказать, можеть бить 
формулирована сльдующимь образом»: 

Теорема 1. Проекція на прямую б моментовь ея точекь 
относительно другой прямой одинахокн. 

Доказательство. Пусть ад--ф--прямая, що которой язи?- 
рявтся кратчайшев разстоянів прямихь а и ф. Проведем'ь пра- 
кую 3В, равную ни параляєльную с4А й соединимь В, сь В 
но А. Такь какь фигура о8АВ,--паралявлогранит, то 


АВ,-нав. 


Но аб перпендикулярна кь Аа; сявдовательно, кь той-же 
прямой перпендикулярна и АВ,. Отсюда мн заключаєнь, что 
прямая Аа перпендикулярна кв плоскости  АВБ, такь какь 
она перпендикулярна кь двумь прякниь АВ, и АВ посжвд- 
ней. Отсюда-же внтекаєть, что  взаимно-перпендявуларни о- 
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скости (а, В) и АВВ,, такь какь первая прокодить чревь 
перпендикулярь ко второй. Но отрізовь ВВ, перпендикулярень 
кь плоскости (а, В); слідовательно, онь лежить вь плоскости 
треугольника АВВ,. Замфтимь, крок того, что пряная АВ,, 
параллельная аб, перпендикулярна кь плоскости ВВ,В, от- 


куда 
/ АВ, В 94)?. 


Опустинь язь Б, перпендякулярь ВЗ, на ВВ.. По яз- 
вістной теоремі, проекція ВВ, на прамую Б равка суми5 про- 
екцій на ту-же пряную прянмнхь ВВ, и В.В, Но прання 
АВ, и 8,В,, лежащія в» одной Ж той-же плоскости и пер- 
пендикударння кь пряной БВ. параалельнь между собой. 

Такь какь первая язь отихь пряннхь АВ,, по преднду- 
щову, перпендикулярна кь плоскости В Б,Б, то-же нибеть иб- 
сто ж для второй 8,В,. Сабдовательно, 8, Б, перпендикулярна 
кь пряной б, лежащей вь плоскости 88,В. Но вь такомь 
случай проекція пряшой В, В, ка 0 равка нулю, откуда 


пр. БВ,зепр. В8,. 


Прамоугольнне треугольники АВВ, и В, 138, равнн, такь, 
какь равни ихь гипотенузн АВ я В,В,. в уголь 13,АВ од- 
ного равень углу 8,38, другого, такь какь кажднй изь 
отихь угловь служить допохненівмь до прамого угза АВВ,. 

ИЙ так» 


83, АВ, завакиі. 


Обозначая, кроші того, уголь между пряними а ні чрезь 
р находинь 


/ В, Ввяь 90 -- з. 


т. Хі Зап. Мат. Отд. 13 


164 Д.Н. ЗЕЙЛИГЕР?. 10 


схвдовательно, 
пр. ВВ--ато». 0. Е. ДЮ. 


Мк нашля такиюь образом», что проекція на прямую 0 
момента всякой точки послідней относительно прямой а нзиб- 
ряєтся произведеніємь изь кратчайшаго разстоянія «4 оббихь 
прямнхь на зп угла между ними. то произведенів давно уже 
назнваєтся относительнниг моментомь пряннхт а и ф. Слбдо- 
вательно, доказанную теорему нужно допожнить слідующей: 


Теорема ТП. Общая величина проекція на нпрямую ф мо: 
ментовь 6я точекь относительно прямой а равна относительно - 
му моменту пряннхр а и 5. 


Примтьчаніє. Теоремн І и П вь томь виді, какь ин ях? 
дали, входять вь область чистой геометрія. Онб ниївють ог- 
рокноє значенів для теоретической механяки. Такь, мной бнло 
показано вв январьскомь засвданій міотнаго ШОбщества  єсте- 
ствойспитателей, что из» зтихь теорем» витекаєть вся кине- 
матика твердаго тіла, включая швь нев й теорію винтов 
Ва!Т'я. (7). 

Здісь я ограничусь зам'чаніви», что, на околько миб йз- 
ветно, внділенів изь жеханики интересующихь нась теорен» 
сдфлако впервне здіфсь. || 


Январь 1891 г. 


І. 0 преобразованіи парь вращенія. 


Мь назвали парой вращенія совокупность 0 двухь векто- 
ровь Р, и Ро, равнихь, параллельнихь и прямопротивополож- 
нихь, причемь прямая АВ перпендикулярна кь общему направ- 


С) Рееерать «Геометрическая теорія винтовть». 
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їевію векторовь (7). АВ--плечо парн, пронзведенів Р. АВ-- 
уоменть парн. Дадимь здісь новоє доказательство слідующей 
основной теоремн. 


Теорема. Дві парк, лежащія вт» одной и той-же плобско- 
сти и нибющія одинаковне моменти, зквивалентин. 


При доказательствв будемь пользоваться всбин обозначе- 
ніями указаннаго труда. 


Пусть Р, Рь--благающів вектори парн, ІМ и К.У--дві 
паралжлели, пересвкающія прямья, на которихь лежать векторні 
Шари в'ь точка К, І, Ми М собствітственно (ч. 5). Фитура КІМ. 
есть параллелограмиь. Продолжимь діагональ КІМ послвдняго 
до ветрічи вь О сь продолженівиь плеча АВ парн и опу- 
стимь перпендикулярь 051 ва параллели ЇЇ и КМ. При- 
ложимь вдоль посліднихь 4 равнихь вектора 08 05, ОТ 
я (9. общав величина которнхь (0) опреділяєтся изь условія: 


0. 5ЗТез Р. АВ. 
Откуда 
Р.5ЗТ 
ог АВ 


Построенная фягура даєть: 


5Т: 50: ТОчеАВ: ВО: 40; 


слбдовательно, 





С) Механика подобно изибняємой системи. Вна. І, Га. ТІ. 
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Четкре точки 4/, В, О й 5 лежать на одной окружао- 
стя. Отоюда вь силу а) заключавнь, что совокунность  векто- 
ровь Р, я (9. зквивалентна одному вектору /., зежащему ва 
ляній КМО и нибющему начало вь 0. БВ-- геонетрическа 
сушка векторовь Р, я 05 ()). 

Точно также ин убВдимся, что совокупность векторов» 
Р, я ОТ зквивалентна вектору Й", начало котораго также 
совпадавть сь О, причень векторь тоже лежить на прямої 
КМО. В'--теометрическая сумиа векторовь Р, я (' Зані- 
чая, что слагающів векторе Б, равнк и прамопротивоположан 
сльгающииь вектора Б, мн заключаєть, что вектори Б, Б. 
отличаются другь оть друга только сторонами, откуда, 


Но 7 В, - Що. 
и РА. РеєР,Ь Рея ОО, 
слбдовательно 


Р. Реоо 05 От. 


Но векторь (0, я Оу образують, по опреділенію, пару- 
вращенія, моменть которой (). 51 равень, шо предндущезу, 


моменту Р. 4В парн (Р, АВ). 0. Е. Р. 


Февраль 1891 т. 


У. Кинематика подобно-измбняємой фигурн. 
1. Подобно-изивняємой назнваєвтся такая система  точек», 


посліВдовательння положенія которой представлають рядь по- 
добинхь фигурь. В» настоящей статьв мн познакомимь сьре- 


С) Вьш. І, га, У. твор. ТІЇ. 1. є, 
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зультатани натшихь изслбдованій в области киненатики такой 
систенні. | 

Движенія всвкой нзивнявмой систвив бнвають двухь ро- 
дов». Кь первому относятся такія движенія, при квоторнхь си- 
стема не нспитнваєть деформація. ЄСистежа, східовательно, 
вт отоюь случав движется, каєь твердов тбхо. Ко второму ро- 
ду относятся движенія, при которихь система дефорнируєтся. 
Оти движенія различни для разлячнихь систем» и когуть с2)- 
жить кинематическимь опреділенівнь посліднихь. Таким» дви- 
женівмь, характернниь для подобно-изийняємой систенн, слб- 
дуеть считать лучистоє растяженіє. дтить именемь мн пред- 
дожили назвать (7) таков движенів системн., при которомь од- 
на вя точка О--неподвижна, а остальниа точки а перехо- 
дать по лучамаь Одеср, вь новня шположенія а. О--центрь 

і 

растаженія, отношенів стр -- Постояннов для вевхь точекь. 
систекцн -растяженіємь послідней. Растяженіє -положительно, 
если направленія Оа и аа" совцадають; оно отрицатодьно в» 
противномь случай. | 

Вь дальнфйшень мк будень изучать ляшь злементарння 
растаженія. Цолагая, сяВдовательно, 


аа'єет, і, резеції, 


чь 


найдем: 
А) жер,е; 


зд'всь е--козффацієнть елекентарнаго рястяженія. На основанідй 
витесказаннаго, если е--положательно, то скорость 7, нибеть 
направленів Оа; вь противпомь случав направленів окорости 
о, Совпадаєть сь а0. 


(") Мех. под. изм. системь: В. ПІ, стр. 96--87. 
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Полученная формула даєть камь схВвдующую теорему: 

Теорема І При взлементарномь лучистомь растяженій 
равна нулю лишь скорость центра растяженіа; скороєти остать- 
нихь точекь  пропорпіональни 0 разстояніямь побабднихь оть 
центра. 

Пусть (ч. 6) 0, а, ащз--центрь растяженія є и дв точ- 
ки систенн. Разложинь т», по линін са, й парахлельно 
Оа,. Если о' и о''--ети о6лагающія, то очевидно, 


у. у ОД 


РУ Оси "8 





У 4 


вь силу формули А). Слідовательно, 
0" аб. е, у" є Да. рі А 


вь силу той же формули 4). Полученння формулн показнва- 
ють, что скорость о, точки а, складнваєтся низь двухь Ско- 
ростей. ЙИзь нихь первой точка а, обладала би вт том» слу- 
чаф, если би центром» растяженія є служила точка а,; вторал 
--Одинакова для вебхь точекь а, И равна скорости точкн є, 

Мк получили таким» образом» теорему: 

Теорема 11. Лучистое растяженіе е вокругь центра 0 хо- 
жеть бить замінено лучистьмь растяженіємь є вокругь нова- 
го центра а,, если в»ь тоже время всфи»т точкам системні пре- 
дать скорость 5, Кковаго центра, которой онь обладаль в» бя- 
лу растяженія вокругь 0. 

Ми будень говорить, что растяженів вокругь О перекесе- 
но вь точку ас,. На основаній предндущаго можно сказать, что 
Перенось растяженія изь одного центра вв другой внзнваєть 
поступательную єкорость, равную скорости втораго центра при 
первомь растяженій. 

Прежде, ч8кь перейти кь дальніфйшимь изслідованіяиь 
отифтимь сльдующія, очевидння теоремн: 
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Теорема ШІ. Совокупность двухь растаженій, виВющихь 
общій центр», зквивалентна нулю (покою), если когффиціен- 
ти растякеній отличаются только зкаками. 

Теорема ТЕ. Совокупность произвольнато числа растяже- 
ній е, 6... НиВющихь общій центрь, оквивалентка одному 
растяженію сь тіит же центромь, Козффицієнть  результирую- 
щаго растаженів равень адгебрической сумив козффицієентовь 
слагающихь растяженій. 

Положимь теперь, что система испнтиваєть одновременно 
ва растяжонія, є, и є, вокругь центровь А к В (ч. 7). Про- 
нзвольная точка С прямой АВ обладаєть вь силу обонх дви- 
женій двумя скоростями є" и о", опредблявинии формулами: 


3 


р'яз АС. в, б'є ВС. е, 


Допустии»ь, что величини є, и е, одинаковаго знака. Вт 
отомь случав скорости є" я т"" будуть направленк в5 проти: 
воположння сторони лять для точекь С отрізка АВ и на по- 
сліднемь всегда найдется такая точка С. для которой 


алі! 
) су у 


т. 6. ота, точка останется в» покоб. Цосліднему условію мож- 
но дать виде: 


АС е, 

ВС" в 
Перенесемь теперь растаженія в А и В вь точку С.. 
На основакій предидущаго получимь вь точкб (С, два растя- 
женія є, и Ф и поступательння дбкорости г" и є". Совокуп- 


ност первихь двухь движеній зквивалентна, по предндущему. 
растяжонію вь С,, коеффицієнть є котораго равент: 


весерТї ве»: 
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Совокупиюєть вторнхь двухь двяженій оквивалентна нулю, 
такь какь скорости є" и о" равни и прямопротивоположнк. 

Если би знаки коеффицівнтовь є, я е, би различни, 
то ото отразалось би лить на положевія точка С. Легко ви- 
діть, что, если только не нибеть місто равенство: 


ер р зд. 


то точка С, лежить вив отрізка АВ, ближе кь тому центру, 
которому соотвітствуєть нанбольшій по абсолютной величи- 
нів козффицієнть є, мили е,, при чем основа 


ес. ЙС 
е ВС 
Если 
ер"реззяб, 


то точка С, удаляєтся вь безконечность- 

Все вншесказаннов даєть нам»: 

Теорема У. Совокупность двухь растяженій є, й є, во- 
кругь центровь А и Б зквивалентна одному растяженію є во- 
кругь третьяго цеєятра С,; кооффицієнть є результирующаго ра- 
стажепія равень алгебрической суми козффиціентовв 0 олагам- 
щяхь движеній, а центрь С, лежить на прямой АВ я ділить 
ве внутренне или вившне вт обратномь отнотенін козффиці- 
витовь є, И є, складьваєинхь движеній. Первов нибеть чсто 
вь томь случаф, если величинн є, й е, одикаковаго знака; 
второе--вт противномь случав. Коли величини е, и е, отли- 
чаются только знаками, то совокупность соотвітствующих ра- 
стаженій недьзя замінить одниюь растяженіви». 

Назовейь ларой совокупность двухь растяженій вокругь 
не совладающихь центровь 4 и БД, когда коеффицієнтн є, й 
е, отличаются только знаками; отрізокь АВе-і--плевчо парі; 
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произведенів (. є плеча на общую величину кооффиціентовь-- 
номенть парн. 

Теорема ГІ Пара еквивалентна поступательному движе- 
нію, скорость котораго равка моменту парн, параллєльна плв- 
чу парки и направлена оть центра положительваго растяженія 
кт центру отрицательнато. 

Доказательство. В'ь самомь ділі, пусть А и В--цен- 
три положительнаго и отрицательнаго растаженій соствітетвен- 
но, Р--какаа-нибудь точка системн (ч. 8). 9та точка облада- 
єть вь силу обойхь движеній скоростями Ра-- РО, изь которнхь 
первая направлена оть А кь Р, втораа--оть Р кь Б, при- 
чен» 


Раз-е АР. е, РЬ-- ВР. є. 


гд5 е--абсолютная величина козффицівнтовь обонхт движеній. 
Складнвая оти скорости вь одну Рр, легко найдем', что 
треугольники АРВ и Рар подобнн, откуда 


| Рро Ра 
Рр ЇЇ АВ и В АР'О 


саВдовательпо, 
Ррез- АВ. е. 9. Е. Р 


Сльдствіє. Цару можно переносить паражлельно самой 
себіВ, изифная длину плеча и общую величину кооффиціентовь 
слагавщихь движеній парві, лить би при зтомь моменть парк 
оставалеоя безь изийненія. 

Пару будень обозначать дижволоюь (А8),. 

3. Зайшекся теперь сложеніємь растяженія и поступатель- 
ной скорости. 

Пусть О---центр» растаженія є, о--поступательная скорость 
систенн. Проведень чрезь О прамую, парахлельную 75, й на 
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ней отложимь отрізокь 00" вь сторону, противоположную 
направленію є, такь, чтобн 


є«) О0'.очжу. 


Вь О" придадимь систем два растаженія; одно подожи- 
тельног, другов отрицательнов сь общямь ковффицівнтоюь є. 
Совокупность отихь движеній зквивалентна нулю (Теор. ПІ). 
Но теперь ми ниїемь три дввженія: 1. поступательную  ско- 
рость 9, 2. поступательную скорость 9" пари (008), п 
скорость растяженія е вокругь центра 0". Вь силу преднду- 
щей теоремн | 


єс О0.. шку, 


вь силу а). Кромі того, направленія скоростей у и о" прано- 
противоположнв. Сябдовательно, первня два движенія взанипо- 
уничтожатся, и останется лишь растаженів в» 0)". 

Мк похучизи таким образомь теорему: 

Теорема Р.ІП. Совокупность поступательпой вскорости 7 я 
растяженія є вь центрів 0, оквивалентна растяженію е вь 0). 
Прякая О'О параллельна » и направлена вь туже сторону, 
причемь 


00'.е--ю. 


Примьчаціє. дту теорему можно считать обратной отно- 
ситезьно теореик ПІ. 

Теперь шн вт состояній дсложить любов число растяже- 
ній, 

Теорема УШ. ОСовокуцность п растяженій є,, 6», -е, В 
по не совпадающяхь точкахь А,, 4,,..4, Ззквивалентна одному 
растяженію є вли поступательной вкорости є. Первоє нифеть 
м'рсто, воля сумна (е,-Ре-Р.-Че,) не равна нузю. В ото» 
случав центрь результирующаго мрастяженія 0 шсовпадаєть С» 
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центромь кассь е,, 0;..Є,, ПОЖВщенннхь в соотвтствующихь 
центрахь складнваємнхь движеній. 
Крокї того, 


сеев,теї--ЧТе, 


Второв ииботь жбсто, если 


ер рето. 


Доказательство. Йзь теореми У витекаєть. что пря сло- 
жевій двухь растаженій е, й є, вв А, и 4, центрь резуль- 
тирующаго растяженія е совпадаєть сь центрокь массь є, и 
е,, ПомВщеннихь вь А, и 4,. Крохі того, е-се, Не, Отсюда 
легко заключить о справедливости теорейн вт общемт случа?й. 
Если сукка (е,Ке-.--ре,) равна нулю, то мн можеюь по- 
ступить сабдующимь образозь, Сложниь п--, растаженій 
Фі» Фі -Єа-1. ЗТО Давть намь, по предндущему, одно растяже- 
нів егзе,Ке, Ь.е,- вокругь нбВкотораго центра (0. Растя- 
женів е вь () сь растяженівмь е, вь А, образуєть, по пред- 
положенію, пару, которая, по теоремів УТ, зквивалентна по- 
ступательной скорости. 

Друює доказательство. Перенесемь вс растяженія в 
пройизвольную точку Р. Зто даєть нам дві сисгемн скоростей: 
1. Систему бскоростей растяженій е,, е,,..е, вь Р и систему 
поступательннхь скоростей »,, 7», 7,, СООТВ'ВТСТВенно равинхь 
скоростямь точки Р, которний обладаєть послвдняя вь силу 
отдільнихь движеній є. Первая система, по теоремі ГУ, зкви- 
валентна одному растаженію е-ае, -ре,-К.Че, вь Р,..вторая 
--Одной  поступательной корости | /-- геометрической суми 
скороетей т, г,.ю,. Совокупность растяженія и єкорости Й 
зквивадитентна, по теорем УТ, растаженію е вь точкв Р", 
опредівленів которой дано внше, Легко видіть, что Р' всть 
центрь массь ее, 0,...Є» ПомВщенннхь вь 4.,..4,. Вь са- 
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моць діл, окорость о, можно разскатривать, какь моменть 
перваго порядка массн е, вь А относительно точки Р. Точно 
также У есть такой-же моменть массн є вь Р' откосятельно 
той-же точки Р. Но, по построенію, У--геометрическая сука 
величинь о. Отсюда цн закщечаєм, что Р' совпадаєть сь 
центром массь е,, такь какь, по опредфленію, посябвдній есть 
точка, обладающая тіиь свойством»ь, что, если вь ней сосре- 
доточить всю массу е--е,-ке;-Ь.-Ре,, То моменть масен є есть 
гвометричебкая сумма моментовь массь є, относительно  всякой 
точки Р. 

Боли сумна (е,-Ке-ЬН.-е,) равив. нухю, то перенос» 
вебхь растяженій вь Р дасть лишь постуцахельную скорость 
У. 0. Е. Р. 

4. Зайненся теперь сложенівнь растаженій е вокругь точ- 
ки О й вращенівмь а» вокругь оби з, не проходащей чрезт 0. 

Опредтьленіс. Назовень коническимо винтомь () совокуп- 
ность вращенія с» вокругь нвкоторой ос 5 и растяженія е--ро 
вокругь точки 0 той-же прямой; О--дцентрь винта, 3---0сь, 8 
тр-- параметрь посліднаго. Дегко найта скорость є какой-з18бо 
точки а системн, испктнвающей конически-винтовов движеніє. 

Скорость » есть равнодвйствующая двухь скоростей. 

Изь нихь первая »' (ч. 9.) з6жить на радіусів Оа я 
равна: 


р'шь Ой. еєеОа. ф. р. 


дтой скоростью обладаєть точка. а в» силу растяженій е 
вв 0. Вторая окорость є" равна: 


9" еда.о, 


кино 


С) Си. Мех. под. яви, системь. Внип, ПІ стр. 91. Тамь мим назвали 
винть, 0 которомь идеть річь в» тексті, центральньшь. Назвавіє кониче- 
скій важется нам бодіве вьщразительньшь, Автор». 
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гав а--проекція точки а на ось вита. Скорость є" перненди- 
куларна кь наебкости (з, а) и виввана вращекієжь «» вок- 
ругь з. Фаж'Бчая, что скорость 5" я о" взамино пернейдику- 
ларян., й похагая; « 


/абазчт, Оажер, 


найдем: 


оано/3- ру рію? (р-р); ід (ор) | 


дти формули били найденн нами прежде нини» путем». ("). 


Мн види», Что скорость точки ас лежить в касательной 
плоскости кь прямому круглому конусу, центре котораго вв 
центрі викта, а ось совпадаєть сь осью посаїднаяго. 9тикь 
обряснявтся названів, даннов винту. 


Пусть теперь 5--ось вращенія о, 0--центрь растяженія 
е, причень точка О не лежить на прамой з (ч. 10). Вь силу 
обойхь движеній какая-нибудь точка а системв обладаєть дву- 
ма скоростями. Первая изь нихь 7" внзвана вращенівиь п и. 
сафдовательно, перпендикулярна кь плоскости (з, а); вторая 
т'" визвана растяженівмь є и направлена по Оа. Такь как» 
Оа в данномь случаб не лежить вь плоскости (з, а), если 
только точка а лежить вав шплоскости (з, 0), то уголь 
(в'.о"") не равеюь прямому. Являєтся вопрось, нбть-ли точебь 
а, для кдторіхь втоть уголь равень нулю или двуя примни». 
Очевидно, для зтоге необходимо, чтобн а била проекцієй точ- 
ки О на плоскость (з, а). Геометрическов ябото втихь проек- 
цій есть окружность круга, плоскость котораго перпендикуляр- 
на вь 5, а діаветрожь служить разстоянів 00! точки О сть 


(9) Си. 1, сів, стр 92, сормузь: В) « С, 
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прахой з. Пуєсть ОРО'0--ета окружность. Діанетрь ОО! ді 
лять посхвднюю на дві части, В»ь точкахь первой ОРО! сво- 
рости є" и о" прамо-противоподожнин; в» течках»ь второй 000 
зти скорости направленн в» одну в туже сторону. Опреді- 
лин» на первой полуокружности точку Р, для которой тео" 
Замчая, что 


р'яз О"Р.о, в''як ОР.е, 
найдень для опредфленія точки Р: О'Р.осе ОР.е или 


і О"РО в 
)9Р"о 


Отсюда мн зоключави», что точка Р вдинственна. Ми наш- 
їя, сабдовательпо, точку Р. которая остаєтся неподвижной в» 
силу обонхть движевій системь. Проведень чрезь Р прямую 5 
параллвльную з, и первнесемь вращеніє ш на ось з, а растя- 
женів є язь О вь Р. Первий перенось даєть нам» вращенів о 
вокругь з' и поступательную скорость, равную бекорости »" точ- 
ки Р. результатомь втораго переноса будеть скорость растяже- 
нія е вь Р и поступательная скорость »"" точки Р. 


Занічая, что скорости »' и г" взанино уничтожаются, 
заключаєнт: 


Теорема ТХ. Совокупность вращенія а» вокругь оси з Я 
растяженія е вь точев О, не лежащей на оси, зквивалентна 
коническому вянту. Центрь Р посявднаго лежить на окружно- 
сти, діаметром которой служить разстоянів точки 0 оть оси 
з, а пЛОбКость перпендикулярна кь з. Ось з' результирующаго 
винта паралельна оси 3. 


е 
Введя паранетрь рез. винта й зажіча, что (ч. 9). 


ОР 
"ОБ. 0 ОРезідр, 
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нолучниз вь силу 1); 


Теорема Х. Цаоскость ( 0,з') образувть сь плоскостью 
(Оз) уготь ф, ід котораго равень параметру результирующа- 
го винта. 


Наши изсхідованія ми закончимь слідующей теореной: 


Теорема ХІ. Совокупность пронзвольнаго чисха растяженій, 
поступательнихь и вращательнихт  скоростей вообще оквива- 
лентна коническому винту. 


Доказательство. Лоложимь, что подобно-изийнлємая фи- 
гура обладаєть 3 системами одновреженнихь скоростей: 1. си- 
стемой скоростей е растяженій вокругь отдільннхь точекь; 2. 
систеной поступательнихь скоростей о, и 3. систежой враще- 
від ш», вокругь ней ,. Цосліднія дві системні, какь изв'стно, 
оквивалентин винту Пуансо. ПЦусть Й и О его--его поступа- 
тельння и вращательння слагающія. ШПервая система зквива- 
дентна одному растяженію є вокругь центра, скажень, 0. Скла- 
днвая е сь У, найдень скорость растяженіл е вокругь коваго 
центра 0'. Складнвая в» заключенів посявднюю оскорость сь 0, 
ин прадем»ь, по только что доказанкной теоремі, кь кониче- 
скому винту 0. В. Р. 


Примтчаніє І. Такь какь всяков движенів подобко язм'в- 
наємой сястемн, какь легко видіть, можем состоять лишь из 
совокупности поступательнихь скоростей, скоростей вращенія я 
растяженія, то изь полученной теореми витекаєть: всяков оле- 
ментарнове движенів подобно-язивняємой фягурн есть кониче- 
скій винть. Только ототь результать бнль извістень до сяхь 
порь. Онь принадлежить ПШіалю (). 


нальна пью 


(2) Сравівз. ВиЦебіп Фев всівпсев Моу. 1830. 
Вь 3-мь вьш. Мех. под. зм, сист. читатель найдеть прямов доказа- 
тельство теоремьі Шаля. Автор», 
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Примьчаніє ШІ. Пользуюсь случавнь отийтить неточнобть, 
допущенную вь 3-иь випусків «Механики подобно изміняєної 
сдстежн». В»ь примічаній кь стр. 91 я утверждаю бедь до- 
казательства, что «свойства кинематическихь й СиЛоОвнхь вив- 
товь подобно-изифнавмой систекн тождественнн», то невірно. 


Кинематическів винти значительно отлячаются по свону» 
свойстванйь оть сидовні», вь чемь меня убідніо болфе глу- 
боков изезфдованів вопроса. 54 биляь введень в заблужденів 
вифшней аналогієй между сложеніємь саловчкь ларь растяже- 
нія и кинематическихь пар". 


Февразь 1891 г. 


Кинематика линейчатой пари. 


Вь настоящей статьв ин разсмотримь движенів одной ля- 
нейчатой поверхности а по другой 8. Напоминаєм» язвістноє 
предложенів Рело, по которому неподвижная поверхность 8 
всть вбертнвающая веВхь положевій подвижной а. 


Отсюда прямо вьтекаєть, что мн дояжнь бначала раз- 
смотріть условія, при которнхь  липейчатая поверхность а 
нифеть своєй обертивающей тоже левнейчатую поверхность. 


1. Шусть а, а'--два смежнихь  положенія 0 движущейся 
поверхности, а/--общая  производящая, а--томологичная а! 
производащая поверхности а (ч. 11). Пряння а й а! безко- 
нечно близки другь кь другу. Кромі того, прамая а! принад 
лежить оберткв. Мн вядимь, что оберткой линейчатой поверх: 
ности а будеть также линейчатая поверхность, если при 9ле- 
нентарномь движеній а произзодящая побявдней а перехо: 
дить в положенів безконечно близкой а'. Но совпаденів двух» 
прямнхь требувть виполненія трехь условій, что давть нак» 
теорему: 
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Теорема І. Каждеї прошзводящей а зинейчатей новерх- 
ности ах отвічаєть дваженів песлідней со свободой третьяго 
порядка, движенів, при которомь оберткой поверхности а слу- 
жить также іннейчатвя поверхность. 

Салдствіє. Движенів, при которомь оберткой поверхности 
а служить также линейчатая поверхность, обладаєть свободой 


четвертаго порядка. 
Разсмотримь группу винтовь третьяго порядка. отвічаю- 


щую какой-нибудь пройзводящей а. В» групи третьяго поряд: 
ка, как» извістно, винть одинаковаго параметра р суть про- 
изводящія одного рода однополаго гиперболойда (р). Гипер- 
бодонди (р) нифють общій центрь и общее каправленів осей. 
Между гиперболонданя (! р) есть одипь--главньий, обладающій 
тфизь свойствожь, что его производящія одного рода суть вин- 
ти нулеваго параметра, производящями другого рода служать 
общів лучи комплексовь вевхь винтовь группн. т. в. прямня, 
перпендикулярпна кь травкторіямь вебхь обвойхь точекь. За- 
м'рчая, что вт разсматриваємомь нами случав азлементарння 
троекторій точек5 пройзводящей а лежать на поверхности а и, 
сіВдовательно, пернендикулярин кь норжалямь кь а вдоль а, 


заключаємь: 
Теорема П. Внять нулеваго пяраметра группн, соствіт- 


ствующей пройизводащей а, суть пройзводящія одного рода ги- 
перболическаго параболойда, при чемвь производящія втораго 
рода суть кормали вдоль пройзводащей а кь поверхности а. 

Виведеюь уравненів параболойда норкалей. ШПримем» за 
начало пражоугольнихь осей поординать центральную точку 0 
производящей а; осью 2--пусть служить прямая а, 0сью 2-- 
нормаль вь О кь поверхности а, а ось у направимь оть 0 
кь безконечно близкой производящей. (Ч. 12). Коли ф--точка 
производящей а, касательная плоскость вь Ь кь поверхноств 
а образуєть сь плоскостью уг уголь р, для котораго 


2 
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гдв К--паранетрь пронзводящей а, 2--координата точки 
Уравненія норжали вь фі кь а будуть олідовательно: 


Деза, уше-- є соіф. 


Пользуясь предндущимь значенісиь др, получимь окон- 
чательно: 


уг Кано. 


дто уравненів даєть нам": 

Теорема ШІ. Винтн нулеваго параметра групин, собтвіт- 
ствующей производящей а, встрівчають подь прамниь угломь 
перпендикулярную кь а касательную кь поверхности а. 

2. даймемся теперь состношеніями между линейчатой по- 
верхностью а и 6я обертнвающей В. Пусть а, а! и а''--три 
смежнихь положенія движущейся поверхности, а и ф--дві 
пронзводащія, причемь а общая производящая поверхностей а 
и а, Ь--общая производящая поверхностей а! и а" (ч. 13). 
По извістной теоремі, пряння а и б принадлежать оберткв р 
движущейся поверхпости, но оти прямня вь то же время суть 
сиежння производящія поверхности а", слідовательно: 

Теорема ІТ. Общей пройизводащей линейчатой  поверхно- 
сти а й 6я обертки В отвічаєть одинь и тоть-же паранетрь 
І распредфленія касательннхь плоскостей кь оббиизь  поверх- 
ностяуь и одні и тіже центральная точка ш плоскость. 

дта теорема указнваєть признакь, по которому можно уз- 
нать наперед», можеть-ли данная длинейчатая поверхность а 
двитаться по другой линейчатой поверхности 8. Йменно, нужно 
опредблить для оббихт поверхностей параметри ХК, я Б, в» 
функцій какого-нибудь одного перем'івннаго Х, Если получен- 
ння таким» образомь дві функція /, (Х,) и /, (Ха) такови, 
что при опреділенномь виборв начальньихв зваченій величин 
хЯ3 7 ОХ, я 7 (3, будуть дахве постоянно равнк, о 
движенівє возможно; вв противном»ь случайв оно невозможно. 
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Примтчаніє. Здісь представляєтся любопнтивй вопрос: 
какь по данной лянейчатой поверхности с найти другую 2, то- 
же ннейчатую, по которой могла-би двигаться поверхность а? 
Кинвиатически зтоть вопрось рішень теоремами І я П. Но 
рішевніє его вь области геометрія я анализа нень кажется 
чрезвичайно труднниз. Путь кь его рЕшенію указнваєтся тео- 
ремой ГУ. Какь би то ни бно, ннтересь поставленнаго воп- 
роса несокийнень. 

3. Пусть теперь а я В дв линейчатня поверхности, для 
которехь движекнів возможно. Разсмотрим»ь зто движеків. Поло- 
жинь, что (а, Р)--общая производящая поверхностей в ка- 
кой-нибудь моменть, а! и ф'--сивжння сь а производящія по- 
слвднихь, (а, В) центральная точка шпронзводящей (а, Ь), 
а", В'-- цеитральния точки пронзводящить с" и ф'. (Ч. 14). 
Вь сабдующій моменть дояжнь придти кь совпаденію произво- 
дащія а! и ф', точки а! ни 8" и, кромів того, центральння пло- 
скости вь а! и В' кь поверхностянь а и б. Всего 5 условій, 
откудо ши заключаємь, что вь каждій моменть движенів а по 
З вполив опреділеннос. Спроектируємь на (а, і) точки а и 8" 
вь а и ф. Такь какь производящая (а, 0) сиежна, кКакь сь 
а!, такь и сь ф', то мн вправі разсматривать аа" и 00", какь 
прянна, по которнизь изибраются кратчайшія разстовнія  пра- 
инхь ана", а и ф' соствівтотвенно. 

Приннкая: 


аа" й", 


что вполніф оть нась зависить, жн вь силу предположен- 
наго равенства паражетровь К и К'. соотв8тствующихь проив- 
водящимь а! я ф', заключави»ь, что равньи и безконечно-излне 
утяв, образувкне сь (а, Б) прянния а" и ф"'. Злементарное 
движенів а по В вь разсиатриваємнй моменть закаючаєтся, 
слВдовательно, в том», что а йспьтвваєть олементарноє  по- 
ступательноє движенів а ф и вращаєтся вокругь (а, 0) на 
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угогь Ф, равинй углу между касательнихя ПЯФОКОСтЯМи |в а 
иовь 0. Й такь а двикется виктовниь хниженівть, осью Ко- 
торате служить пряная (а, 0), а царажетрь у дастся форшулої: 
з | 

Тез проділу, 


Но всли р и с'--углю сь центральной пхоскостью в» 
(а, В), образуемне касательними плоскостями вь а и 0, то 


факеф'--»ф. 


Сь другой сторони, такь какь точки а, б безкоцечно- 
близки кь (а, Б), то 


аб аа 
Ф' г г (о же г 
Слідовательно, 
' афб--аа аб 
речове рот 
откуда 


-отабошет. 


ф 


Все предндущев даєть нам» теорему: 

Теорема ТУ. Движенів линейчатой поверхности а по 1- 
нейчатой же поверхности З в» томь случабй, воли оно возкок- 
не, 6сть вполяв опреділенноє движенів. Поверхность а в» 
каждий моменть движется олементарно-винтовни"ь  движеніся», 
осью котораго служить общая производящая поверхностей ані, 
а паранетрь равень парашетру отой производатщей. 

Примтчаніс. Доказанную теорему можно формухаровать 
сибдующиюь образом»: если возможно движевів линейчатой 1о- 
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верхностя а по лвнейчатой же воверхности 8, то а свудють под- 
вижним», 8--неполвижаниз нентрождемь движенія. 

4. Разсмотриив часбаний схучай развертювающихея поверк- 
ностей. 9то -также зннейчатня цоверхности сь той, лишь осо- 
бенностью, что, смежння пронзводащія пересфкаются. ти по- 
верхности бювають двухь родовь: кь первому относятся ті, в». 
которюхь сиежлня  производящія пересфкаются на  конечномь 
разстоянію; вь поверхностяхь втораго рода нрейзведящія пере- 
сфкаются вь безконечно-удаленнихь точках. ШПрижбромь по- 
верхностей, перваго рода мотуть служить коничаєкія поверк- 
ности, втораго -цилиндрачаскіє. 

Разсуждая, какь при виводі творвин. РУ, найденеь: 

Теорема ТІ. Для того, чтоби, било вовножно движенів 
развертивающейся поверхности а ио 0, необходямо и доотаточ- 
но, чтобн а и 3 били одного рода. 

Теорема РІ. Коли поверхности а и 8 пранадледать кь 
первому роду, то вь каждьий моменть их» ребра возврата вм'б- 
ють общую тояку я вь ней общую касательную ливію и 
плоскость. 

Пусть аі--общая касательная поверхностей А и В. а-- 
общая точка ребер'ь возврата а й З послвдняхт, а! и і'-- 
снежина. сь а точки кривих» а к В (ч. 15). Шо: предндуще- 
му, аі--общає касательнвя вт а 9тихь кривих». Слідователь- 
но, угаБ іад'ссда й іаф'єкда" вуть уган сиежностя, а пло- 
скости угловь --плоскости кривизин криввхь а и 8. Обозначая 
чрезь ах й «Іс! олементарнне угли второй кривизни послВднихь 
вь а, найдемь для угла О шежду плосвостямя ад! и іаб'єлі: 
дующев внраженів: 


дз | з 

1) Озон тю 
пдв з я Т, дз' й 7'--олементи дуги и радіуси второй кря- 
вин крявніь а и В соствітєтвенно. Верхній знакь относят- 
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ся кь тому случаю, когда поверхности А и В обращенн другь 
кь другу ввпукльми єторовами; нижній--, когда вдоль а 
одна изь поверхностей внпукла, другая вогнута. 


дівментарнов движенів подвижной поверхности В по ке- 
подвижной А заключаєтся вь томь, что В вращаєтся вокругь 
аї на уголь О до совпаденія плоскостой іафб' й іаа!; затінь 
В вращаєтся вокругь оси тп, перпендикулярной в» а кь пл0- 
обости ай! ка уголь (а - да") до совпаденія пракнхь аб! 
и аа'. Наковець поверхность В движется поступательно вдозь 
аа! на величину аа'--аф'зх (5-- (3! до совпаденія точекь 0! 
и а. ОСложиюмь побсліднеє движеніє сь вращеніємь вокругь оси 
т. Занбчая, что ось т, перпендикулярна к» паправженію пос- 
тупательнаго двяженія, заключаємь, что совокупность складь- 
вавинхь движеній зквивалентна вращенію вокругь оси п, пз- 
ражлельной т. при чень разстоявів р осей т й т опреді- 
хявтся по формулі: 


із зі 
2) аз-- аз" р (4а-- да )--р ) 


ОР 


дв Бо и Б/--радіусн кривизни вь а кривнхь а и В. Шлос 
кость (т, т), кромів того, перпендикулярна кь аа". Табь каку 
прямає т. параллельная тп, церпендикулярна кь паобкости 
іаа', то ока скрещиваєтся подь пряннив угломь сь а. дані. 
чая. что в преділі аа" совпадаєть бь ай, заключаємь, что 
вь предфайв ось п ветрічаєть подь прямниь угломь общую 
тлавную нормаль вь а кривих а и 8. 


Все внше бказанноєе даєть намь тевореяу: 


Теорема Р.Ш. Фленентарнов движенів развертивающейся 
поверхности Б перваго рода по такой-же поверхности А зкви- 
валентно  совокупности двухь вращеній, оси которнхь і и п 
сврещиваются подь прямни»ь угломь, причем»ь одна изь них» / 
совпадаєть сь общей касательной реберь возврата  поверхао- 
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стей А и Б, а другвя п ветріачаєть подь прямниь углонь 
общую главную нормаль реберь и возврата. 

Обрати вниманів на то, что вь формули 1) и 2) вхо- 
дать олементи (з и аз дугь кривнхь а и 8. Такь какь нек- 
ду «з и а4з' ибть никакой заввсимости, то мн заключави»: 

Теорема ТХ. Движеніз поверхности В я А веть неопре- 
діфленнов движенів сь первой степенью свободи. 

Прежде, ч8иь перейти кь изслідованію группь Ввинтов», 
каждий члень которий можеть служить осью олементарнаго 
движенія поверхности В, изсявдуємь нікоторне частине случам. 

Закічая, что ро-о, если аза-дз, а БК не равно Б", на- 
ходим: 

Теорема Х. Коли развертнвающаяся поверхность Б дви- 
жется по такой-же дповерхности А такь, что ребро возвра- 
та первой поверхности катится безь скольженія по робру воз- 
врата второй, причемь радіусн кривизни зтихь кривнхь в» 
точкв ихь соприкосновенія а не равнн, то вь кажднй жо- 
мженть поверхность вращаєтся вокругь оби е, проходящей чрезь 
а. Ось є образувть сь общей касательной / вь а уголь а, 


для котораго 
1 11. /1 1 
цап): (нт) 


Плоскоєть (е, і) перпендикулярна вь а кь общей гаав- 
ной нормали. 

Полагая: Б-- В и аз ав, найдемь йзь 2); реє В, что 
давть теорему: 

Теорема ХІ. Если вь общей точкі ребер» возврата рав- 
ян редіуєн кривизни послідней, причемь скольженів нифеть 
місто, то ось т совпадаєть сь общей осью кривизни реберь 
возврата. 

Совокупность двухь вращеній (ас-рах') и (4а-- аа!) 
вокругь скрещивающихся осей / й т зквивалентна винту (г, ). 
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з 
Каждому значенію зі отвібчаєть особов подоженів винта. (»,). 


дти вянти (/р, ) образують, сяВдовательно, группу винтов", ха- 
рактеризующувю свободу шпедвижной поверхности В, Занічая, 
что нратчейшее разстоянів прямнихь й и п измВряєвтся по о0б- 
щей главной норжаля вь ребразь возврата а и В, заключаєнь: 

Теорема ХПІ. Винти (р,) грутин, харахтеризующей сво- 
беду поверхности Б вв какой-либо моменть, встрічають подь 
прямни» угломь одну и ту же прамую. ту прямую  назовекь 
осью трупів. 

Цусть аі--общзая насательная, ап--р-- общая  газвнаї 
нормаль реберь возврата-- (ч. 16), 2-- перпендикуларь вь п 
кр плОбБоСти тої. По предьдущему, злементарнов движенів по- 
верхности В в» разсматриваємнй моменть 0 складнваєтся зб 
двухь злежентарннхь вращеній, изь которвхь одно (ах-Нат) 
нифеть осью прамую а, другов (4а-- Іа!)--пряную М. Ре- 
зультирующій вить (р,) встрвчеєть подь прянниь угхоь 
прамую ап вь точкв А такь, что нифеть мвсто схбдуюшев 
уравнекіе: 


р-яє 


А А 


- р 
(іа-- а! 33 (4-33 (а -- Фа! )3-(ах-раг')з 


гдв чрезь а обозначено разстоянів ад. Йзь втихь форнуль, 
пользуясь предкдущимь зкаченівмь р, найдем'ь: 


(з з") (Ча--4а,) 


1) аа фа Маг )34 (ах-рам З 


( 4з--з') (ас-рах')» 
р а ща") | (4а--4а Ук 


пи з -- дз') (М«-рах 
Откуда 2) | М (р-- а) шо) ше пн 
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гдВ 2--параметрь винта (р,). Уголь фр, образувннй осью / по- 
сл'Вбднаго сь кабсательной а, опредвляєтся по фориулі: 


з Фа--4а 
) Фе 
Фориулами 1), 2) и 3) впохив опреділявтся результи- 
рующій винть. Найдень геометрическов мето зтих»ь винтов». 
4 . 
Для отого достаточно нсключить отношенів --5 изь 1) и 3), 
пользуясь формухаки: 


із  , з Із |, дз! 
Фа б Ча ша сне ах ши 


Изь 1) и 3) легко получаємт: 


з 8! 


4) г-- крат! поза. 


Отсюда н изв 3), пользуясь только что написаниний фор- 
мулами, пайдех»: 


1 1 1 1 1 1 
4) (тичнгн)єзною (пров) ям (нет) 


Примень за оси коордикать касательную а, нормаль ап 
и биноршаль а». Ушножая полученноє уравненів на квадрать 
разетоянія т2-- у2-- 2? любой точки (2, у, 2 | ося винта (р), 
найдемь уравненів поверхности, пройзводящими которой слу- 
жать различннє вянтн (7). 


чн (бентадчя (ни кб 


Здісь осью х служить прямая ап, осью 2 прямая ді, а 
осью у--бинориаль аг. 
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Разснотримь похученную поверхность. 
Для удобства изелідованія введень слвдующія обознамченія; 


1 1 
ТЕЕТЕТеЛЕВ ТОВ т руб 
Фориулу А) кнетрудно представить вь слідующень виді: 
В) ід (А2-- Є)--2В, ідр-НАді-о, 


Решая ото уравненів относительно др, получаєвит: 


в У В1-Ак (аз У в-/ В'-Ах (Ах-С) 








В че дО 3 дао 
откуда 


2 У в7--Ах (Ас-- С) 
в уже 








С) і9 (9, 


Формула 8) показнваєть, что чрезь каждую точку 4 оси 
группн проходать два винта (р ). Изь фориухн (/) ввтека- 
вть. что угоїь между осями отихь винтовь равень праному, 
если 


р) ач 
Дата 


и равень нулю, если 
Е) А222---4С.4--В9 зо, 


у . 8 б если 
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Пусть О--точка оси, чрезь которую проходять взвимно- 
перпендикуляриве винть. Перенесень начало поорданать в» 0, 
«сохраняє прежнее направленів осей. Уравненіє А" приметь вид: 


С 
А") Ах (у?-ра")як2Вуг-ь 5 (у»--г?),. 


Повернемь теперь новня оси координать вокругь оси Х 
на нікоторий уголь р. Шользуясь формулами: 


узву'євф-рл'япф, гав -- у'япр Р г'єзф, 
находни»: 
у3-р ана у 2-23; усечу'я" ( с8?ф-- пф) -- (у'2---с"2) зпирсзф, 
3-23 ("2 -с'3) (сзбр -- зп) Зу'г'япиесз р. 
Східовательно, уравненів А"") приметь виде: 
А") а (у2-р2г') А--у2' 128 св 2ф-С зп дфі-ь 
.5С , 
-Н(у2-- 2) ре 2 ф--В зп 2 ., 
Внберемь теперь уголь фр так», чтобн 


С 
уся 2 --В зи 2 пряво. 


Обозначая етоть уголь чрезь ф, получави»: 
й С 
Е) дО 2 фас РЖ 


я) є (учні) Атуаііва акт З 


причемь значки при у я 2 опущенн. 
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| С 
Вставлля вь первую изь формуль В'яеву ді найдекь: 


2 8--/ С2- 4 Ва 
ХК А о 


| откуда 


С 
ід 2 ФІ» Б 


Сравненів зтого ввкраженіа сь Б) дасть: ф,--фФ, откуда 
сіфдуєть, что кновня оси у и 2 совпадають сь взанино-пер- 
пендикулярнний осями винтовь (р), проходящяхь чрезь новов 
начало поординать. Формулой АД") доказнваєтся слідующає 
теорема: 

Теорема ХШ. Оси винтовь групин, характеризующей 21- 
ментарную свободу развертнвающейся поверхности, суть прояз- 
водящія цилиндронда. Директрисой д циландройда | служить. 
главнаа нормаль ап, центрь цихиндроида опредфлаєтся  фор- 
нулой Р). Длина 28 директриси цилиндройда вь силу уравне- 
нія ЩЕ) даетоя формулой: 


У С2-4 Ва 
ч---ь А . 








дтой теоремой мн закончимь настоящія изсхвдованія.. 


Марть 1891 г. 











2 





у" 














Ко теорій динейвнха дяфререндіальнно уравнекій. 
А. Старкова. 


Роопг Ів іБбогіє дев бдцабіора Піпвоігев 
раг А. Зіатбо). 








Вь теорій линейннихь дафферевціальньшхь уравненій обнов- 
ний вопрось их» рішенія при существующихт условіяхь нзсл5- 
дувтсв в» двух» главинх»ь направленіяхь. С одной сторони уче- 
нве стрекжятся указать ті особенности, которими отличаются оти 
рьшенія, какь опрЕделенний классь функцій, и раскрить их» 
общія свойства; сь другой--нибють пблію изобразить вти рі- 
шенія опредбленникхи аналитическими формулами вь зависико- 
сти оть коеффицівнтовь даннаго уравненія т. 6. написать их» 
математическимь язюкомь. ШПосавдующео изложенів относится 
кь отому второму направланію изслідованій, такь какь оно 
нифеть в» виду дать форншу внраженія частинхь интеграловь 
даннаго уравненія посредетвомь интеграловь уравненія на еди- 
ницу нисшаго порядка сь тіми-же коеффиціентами. 

Данное линейнов дифференціальноєе уравненіє п-го порядка 


-РІ.9 94. ВАР, -0 (1) 


кит - ср. жав: 


предотавимь вь виді 


УР ру а о (2) 


тдВ р при у означаєть осимволически порядокь производной 
по х. Если вт внраженів (2) мк внесемь виїесто у подстанов- 
ку вида . 

уза / хід | (3) 


Т, ХІУХ Зап Мат. Отх. 13 
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то, пользуясь форжулой многократннхь дифференцированій проя- 
зведенія и єчетая при зтихь дифференцированіяхь указателеї 
за показатолей, получимь 


Р. для УР, уаачУча о 9. р КОЗУ (9) 


резн--1 петно реча-зі 

Такь какь одна низь величин», (), пли 2, вь подстановкі (3) 
можеть бить взята произвольно, то вкберем»ь (0, таким обра- 
зомь, что-би ковффиціенть при 2 обращался в» нуль 


УР ОО 5) 
респ--1 
ИЛИ 
р 0, ач 0, 410, М | 
бро -Р 13357-2- с --9 РенНв веб Фу (6) 


т.е, опредіднивь (0, какь интеграль линейнаго уравненія (6), 
вполий подобнаго данному (1) сь тбин-же я также располо- 
женинми коеффиціевтами, но па единицу нистаго порядка й 
безь послідняго коеффиціента Р.. 

Внося затбит вь оставшійся двучлень (4) вибсто 2 под- 
становку вида 


получимь на основаній той-же формуль мкогократнаго диффе- 
ренцированія произведеній 
С о" Й р 
Р, / 0, до | дума и У! 12. тб: УР орел ОДЯР 


1 решио-! 








уро 
хобі о ФО м 
хУчач 2..К 408 /1.2.. ФОР а нн 0 


респ-ч! 
Кезт--3 уеп--3 
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В» подстановкв (7) одна изь величин», (0, йли м, мо- 
жеть бить взята пройязвольно, Винберемь еб такимь образом, 
чтоби средній члень внраженія (5) обратился в» пуль, именно 


ЗК А и 9) 
1.2..т дОГЕСОСГО"" 
геза--2 


Вираженів (9) есть линейноє уравненів »-- 2 порядка относи- 
тельно (), и представляєть по євовй формі пониженнов на 
единицу оть (б) в» тожь случав, когда извістень одянь его 
частині янтеграль 1)... 

Внося даліе в» оставшійся двучлень (3) подстановку вида 


иа | 9,здє 


получимь для опреділенія 0), алапейнов уравненіє п--3 поряд- 

ка, представляющев по свовй форм'5 пониженноє на два оть (6) 

вь том случав, когда извібстин два его интеграла. 
Сабдующая годстановка для 8 


за Онат 


дасть для опредфленія (), линейнов уравненів п--4 порядка, 
поняженнов ва три оть (6) и т. д. 

Вависимость между янтегралами основнаго уравненія (6) 
и интегралами лониженнихь указапа мною в» цитированной 
внте статьф; ока ввражаєтся вь слЬьдующей простой фориф. 


Если мн обозначинь п--1 нитеграль уравненія (6) чрез 


Чі» Чо» Ч35- б но (10) 


1) См. мою статью: К»ь теорій авнейньк» диФфФеренціальньхь урав- 
неній. Заниски Казанской Математ. Секція. Кавань 1884, а также статью 
Тісогів фез бапаїіопз сбпсгаїсв, Одевва 1889 р. 12 еїе, 


іза | А. СТАРКОВ', 4 


и составимь нзаь нихт и ихь производнихт опред'влитель вада 


"ЛИ РУХ АР ВР 


, 
По Фо вас Фен | РИ 


(т -1 --Ї --1 (в--1 
Ф ), Р 3 о Що ), дно 


то получимь для 0, 0, О5.-.-.- Значенія 


Ореа» ер Р фоя 

0, 7- ДГ», -Й, "ЛЮ ПЕР й Р 4 

о е-До (Дз) з» сер Де (До) она (До) 
ОД ДА ДІ), ее ДОД (Щ..... -- ДОД (ДО 
од ДДТ)... еДлоа Дт (Дясзуч 


дна Д До (Де) 


Но на основакній указанньіхь мною євойствь опред'ілителей 1 
нифемь 


(2) 


О, до 4» УЧ 


4 УР 4 дз а Ч . 4 9 , 
у у "ака! 4с41 10 а, (13) 


0 -44Д4 0 -4їЩ 40 - 4 д.а ТУ 
є ДІ ах) аєДдо аг, | "Фр Ж ас 5 


Фо оо оо ев ого ее о ге его ее ге оо ее ьгоге оо ге ге ее его оче гео 





Заедр ах о 


3) См. мою статью: Дві ормуль изь теорія опредвлителей. Запискя 
Казанской Математ, Секція. Казань 1884. 
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ГІВ ворха.ї указатель при различнихь () соствітствуєть ука- 
зателю поблВдняго входящаго вь их. составь частнаго инте- 
грала 9. Очевидно при такихь условіяхь ми получимь 


ЛГ о іонз / дує | 
ф 
Дома / діа / 9уа| - фраз Гаки ам 
Лос 0 іх / 0 те ом Лама р ль акт 
7 0, дз / Од / Оз / Оле / 4, с 


со оо оо оо ооо ооо оо вого гово ого ее ее шле ге» ооо» ее 


Ло 0 4о..../ 0, «он чо дю 


Вь 187" году мною бвль дань способь интегрированія ли- 
нейнихг уравненій 2), причен-ь интегралн, виражались рядами вида 


у - 14 / 0 дх Г 9.42. :..ЛО, о ДФ дач 

4/9 о 10 с... 9 із ДО до ЛО ас... ПО ор... 
шо дуйо- / 9, до г... 04 9 5 
уз /9 до Г 9, о /9 дз /0 дг.... ПО 4/0 ла 9 ль. 


со о о о зоФе оо -оееое его ооо ого оо ее ого овес ого ом ее з 


ух ГО іа 9. да.... ГО, оч 
2/9 до /9 іо... 9 Мак 7 9 іа / 9 дао... ГО, ак. 


Здісь вев 0, 0,,.... 0, ; яквють више ввслідованння 
значенія внтеграловь тожественнаго данному уравнекія п--1 


) Общій способь натегрированія, динейньх диеееренцівльних урав- 
неній єь переміьнньми ковееицієнтами. Одесса 1887, 
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порядка (6) и его поняженннхь. Что-же касаєтся (),, то оно 
опредіфляєтся внраженівмь ") 


А р 3. Р, "723? 16 
о нд РАДІ 06) 


такь какь по самому боставу уравненія видно, что Р,ееДя-1 
Принявь во вниманів формульн (14) и положивь для краткости 





ЛО ак Па. .. ГО, іо /9,А Мо Ф(4) 
рядь (15) можемь написать такь 
у 271-ЬФ(1)--ФФ(1)-- ФФФ(1)-Ь.... 
узез / сіл ФІ. / 4 22)-нФО( 4 Ас) .. 
Узаа. / фон фе )--ФФ( / фа) Ь ри 
усе ямі 9( / чат) -- ФІ час) -- . (17) 


оо оо о ооо оо оеагз оо осами ооо го уд о Фе -ьое ее е'-»з 


у Дано Ло іа) аа) 


Цо формулі (16) ин нифемь для (), внраженів 


я Дао Р, (ДО) (16) 
Положимь здісь Р, равннуи» 


Рей (18) 


") Си. мою статью: ТЬвогів дов бдиабіоав ябабгаївв. Ойезза / 1889. 
р. 21, 25 вів. 
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ИЛИ 
бо Чо Чон Чі 


6; / АН що 
Ра ол5 Чу з Ча- -УР ві (19) 
1 


У м РР 


гав бум И СТЬ та нейзвівстная величина, которую єдбдуєть 
опреділить для внполнонія равенства (18). Очевидно, внраже- 
нів (19) всть линейнсе уравненів п--1-го порядка по 0,,, ВИДЯ 


п--1 
р ар 


ода! 


ба 
4 Га -2 


"Ли 


ПОРО 19 М 
Я . тр 





- Р. або те Р, (20) 


т. 6. вполиі одинаковоє єв опредляющим (), уравненіен» (6), 
но лишь 60 второй частію, равною шпосайднему коеффиціенту 
Р, вь данномь уравненій (1). 

Боли ин внесейь виь внгаженів (16) значенів для Р,, 
опредфлясмоє изь уравеенії (15) шли (20), то получниь 


о а-оуо о ФО ДЛ 4 0 


гав ДУ? и 0" , нифють такія-же значенія, какь Д'- и 0, | 


сь той лишь разницею, что вь нихь вмйсто послідняго 4, , 
внесено 6,:. Шри такихь убсловіяхь очевидно мн пибвем». 


1 0,4 / ж. / і / ід а / Ох / от. / 0 фа / бас (22) 
Сь другой сторопн вообще вь вираженій 


О, / в-кФасеа До-з. (Р п / вил). (Д-т (23) 
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можеОмь положить 


ЗОН РК РР о 


(024) 
ба 1» зна | рою 
Р. вся Ду те "б | «У -релбтє 
ваз з АЖ 


тогда будень нибвть для опредбленія 0,, линейнов уравненіс 
п--)і порядка со второю частію вида 
рен РЕВЕ Во Рв ція (Б 


Фа"? 





т. 6. уравиенів тоже одинаковов сь (б), но лишь со второю 
частію. Помощію значенія 6,,, найденнаго нзь (24) вли (25) 
ин преобразуєнь вкраженів (23) вь слідующіве 


Р, 8. іч Дао Вту3 (Деу о (26) 


тд (07 , отличавтся оть 0, , только ті», что вь нень вифі- 
сто д,.: вЕесено 0,ь. При такихь условіяхь мн нифень 


(чу до)з- 6, до 
Фо / чо) (8, до) / 6, т 
Фос( / ас) ФО. 6, здо ФС /6, а же /6, аж 





и такь даліе и вообще 


Ф( / Че іо) о / літ т 
. .Ф( / Фіто) Л 0. да т) 
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На основанія формуль (27) рядн (177), представляющів 


иноеграли линейнаго уравневія п-го порядка вида (1), обра- 
татся в» внраженія 


у 21 53) 0, обо -/ Го У Фа 
угтз / аз - Х/ ад ен Те, У рів 


уза / дат У 6 з -/ за РУ рів 


| | (25) 
-- -щі 
пен Домі У Льв Ля Ук іє 
рев --ї 
ухео / од.-аіт В У 6 Ла он рів 
решор шеоо 
гав 
0, 4» аз Че» «Чо (29) 


суть частине интеграль уравненія п--1 порядка вида (6), а 
"ПРА ПЕРУН прори (30) 


суть частине интеграли того-же сажаго уравненія (б) лишь со 
второю частію, которая для каждаго из» кихь различна и из- 
міняєтся по простому закоку. 

Внраженіямь (29) можно придать еще болве простую 
форму, соединяя интеграли (29) и (30) вь одну группу усло- 
віви»ь, что указатель р привимаєть всевозможння значенія сть 
0 до со и нулевов его значеніє опредВлявгь ннтеграли урав- 
ненія (20) вли (25) безь второй части, т. е, ураввеція (6), 
иненно 


борт, воду вод Та нм вок АФа-а 
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При такихь убловіяхь иптеграхн (28) будуть имїть видь 
рад рт» 
-- У р 
Ло орі / (2. діа 
унеад ;ез0 
Узо- У. ря ЛОЮ, аа 
резос реєоо 


ПРИРО А (31) 


межі) р 
у ХЛ уігно ЛУ о іа 


Формули (28) и (31) представляють ті внраженія для 
питеграловт линейнаго уравненія, виводь которвіх" составллєть 
предметь пастоящей статьи. 


Ж РРеОРій СПОСОба нанменьшяхь квадратовь. 


И. В. Слешинскам. 
Диг Тівогіе дег МеїБоде дег Кієїпвіва (упадгабєе 
Уоп «/. Зівасіінабі. 





Предисловів. 





Несмотря на большов число работь, посвященних»ь исчис- 
ленію вбВроятностой 1), вь новВйшей литературв зтого предмета 
встрвчавувь слвлующов сужденів 2): «...дагі е8 мої аїя аїде- 
твіп апегкаппі сеїфеп, да88 дів цтабапсгеїсрзів Сіавзе дйег дів 
УУаргвспсіпіїсбКоїйзгосбпипо Бевтейопдеп ШЦіївгавиг їп Веліє 
аб дів ргіпсірівеп Югасеп пог зебг похпідоєїебеє Рівфеб: іт 
Фепо Зебгібеп дог Маббетмїкег папою йпдеї тап 7маг еп 
гесбиспдєп "Гіві! дес У аійсяспвітісбКоїйвібеогів іп моваолвісії- 
пеїег М/візв впіміскеї, дапебеп абег дів Сгплдїаєвт дег ваптет 
Пебге іпгізі їо віпег УУвізе рерападвії, меісре ап єгозвеп ОпКаг- 
Пеїївп Ївідеб пп їв шаппісбаЇвісзівп ЛДмвібв! Безбепет Ідз8б». 
Мн согласнн єв автором», что принципіальная сторона йосчис- 
ленія в'вроятностей слабо обоснована. Но полагавм, что и ана- 
їитическая сторона также нуждаєтся в» разработкВв. В'ь самом» 
дів, сущность теорій вброятностей заключаєтся вь двухь 
теоремахь: законів большихь чисель и теоремі, лежащей в» 
основалій способа пайменьшихь квадратовь. Какь ни зам'вчатель- 
по изсявдованія Іаріасв'а 9) и Роівзоп'в ") вь зтой области, 


1) См. Гамтепі. Тгаієб дп саісці (Іез ргобаьійібв. Рагіз 1873. стр. 2275-2688. 

з) ЇГонаппез удо Кгіосз. Дів Ргіасірієо дег УУабгвспеіпіїськеіївгесппппр. 
Еіпе Іорівсбе ПОпівгзцевипя. Егеїбиго, 1886. стр. 1. 

з) ТЬбогіве апаЇуіідие Фез ргобабіцібз, З сдійоп Рагіз 1820. стр. 2756-- 
303, 301--348. 

) Веєбегебез ваг Іа ргорабіїїєб йвв |арешепів. стр. 7--13, 137--115» 
246-- 318. 

баг іл ргобвбНіїм дев гбааїаів гасуепе фев обвегуабіопв. Соппаіввапсв 
дев іетв... роцг І'яп 1827. Рагіз 1824. стр. 273--302.- Зпіїв фев Мбтоіге виг 
Іа ргорабійіб ди гбвціїві паоуею дев орвегчабіовз. Сопоп. фев іетав роцг Г ап 
1832. Рагів 1829. стр. 3--22. 
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тить не менфе он не удовлєтворяють необходиєому требованію 
точности. Воть что говорить Чебиншев» по поводу доказательства 
Роіззоп'я занена большихв чисель 1); «Топів івєбпівцяв див 
воїї Іа шбіройе етріоубе раг Ів свідрте (ібогадіге, ЇЇ гезів й 
біге ішроззіб!в дв шопігег Ів Птіїв де Гегтепг дав рей 
адтебіге 80п апаїз8е арргохішайіув сі раг себе іпсегбібайе де 
Іа чаївиг дйе Ївгувит, за дбілопзвгабіоп п'єзі раз гісоштеиве» 
Чебншевь даль два точинхт» доказательства закона большихь 
чисель. 3) Первоб из нихь основано ка употребленій логарнени- 
чебкой строки. Второе требуєть лишь простих» алгебрайческить 
преобразованій. По поводу зтого доказательства авторь говорить 
савдующев 2):» «Рапз цп повбшоїге ітд8 іпібтевзалі, воцз рійе 
д'цп гаррогі, див М. Вівпаутіб а п й ГАсайешів дез ЯЗсівпсев 
ер 18353. ек див Гоп ігопув ішргіштб іап8 Ів5 Сошрівз Вепдиз, 
ов тергодції дапя Їв цопгааі дез Мабрбілабідцез риго8 ві аррії- 
цобов де М; ЦіоцуїПе (2 вбгів. Т. ХІІ. 1867) вопз Ів йібго : 
Сопвійбгтабіопя да Гарриї де Іл десоптегів де Гаріасе виг Ід 1 
де ргобабійіб дапя Їа шбібоде деб шоїодгев саггб8-- ГіШизіге 
вачапі дйоппе це табібоде дці тбгіїв цопв абфепбіоп оце 
рагбісніївге. Себів табібоде сопвівзїв дап5 Іа дбіегшіпабіоп 


а 
де Їа хаївиг Штаіів Фе Гіпібота!в Уа, д'аргдз Їез хаївитя 
0 


) Стеїїв 33. (1846) Юбгтопвігабоп бібшепівіге д'апе ргоровійіоп єб- 
пбгаїв де Їа іБбогів фев ргобабіїіібз, стр. 259 -- 267. 


3) Опьть ослементарнаго анализа теорій ввроятностей, Єочиненіє на- 
дисаннов для позученія степеня магистра кандидатом Чебьшевнми. Москва. 
1845. Вь зтой книгів, предетавляющей библіографическую рвдкость, доказана 
лишь теорема Вегопопіїї, частньй случай творемь Роіввоп'в. Тезрома Роїз- 
воп'я доказана вперввіс вь работв, помвщ.нисй вь 33 томі журнала Стеїіс. 
цигированвой вмів. Затіуь, она доказвна вт мемуарв «Й средних вели- 
чинахь» Мат. Сборник». Т. 2. 1867 г. Переводь втого мемувра: «Рез уа- 
І|сага тоувапев». Зопта. дз Мвіп. 2 З6г. Т. ХІ. стр. 177--184. 


9) Фоагп. де Піопу. 2 86г, Т. ХІХ. 1874 г. стр. 157--160. «Заг Їев ув- 
Ївагв ПНшіїєв фег іпіботвівв». 
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А А А 
дез іпібетаев баз, У адауіз, УзУсаміє --0й Дуга 
0 0 0 


еб /(2) апе борейїоп іпсопаце, аззцісіїв зецієтеві й Іа сопдї- 
оп де сагаег Ів зіспе -Ь епіге Їв8 Ппівев дїпібогайіою. Га 
ібшопвігайіоп вішрів ві гієопгецяв де Іа Їої де Вегоошіїї, дие 
Гоп ігопув Фап8 ша Жоїв, вого Ів бііге: Рез увівцтв шоувп- 
пев, п'єві, ди'ип дез гбоціаїв дие Гоп Нге аізбшепі де Ів 
шбібоде де М. Вівпаутб ві д'аргдя Іадпвіїв ії еві рагувпи іші 
швдше, 2 йбшопітег ппе ргоровійіоп виг 1е8 ргобарбіїібв, доп 
Іа Іс де Вегпопіїйї дбсопів д4ігесівшеті...». Хотя, таким» 
образом», значительний пробіль вт теорій вВроятностей биль 
ноподнень Чебншевни 1), но зам'Бчательння изслівдованія Га- 
ріасв'я и Роіїзвоп'а остались однако нейсправленними 2) й вь 
такомь видів продолжають повторяться вт различннх»ь книгах». 
Тоже сьмове можно сказать о способі найменьшихь квадратовт. 
Вівпаушб характеризуєть важность зтого вопроса ельдующами 
словами 9) «Га тбіпойе дев шоіпдтев саггб8 ебі 5і ігвдпетштепі 
ешріоубе аціопгд'рці дап8 Їс8 всівпеев д'обзвгуабіоп, дие іопі 
се дпі репі вп гепдге 1е8 арріїсайіопо ріця 8йгез детівпй д'ци 
стапд іпіетві дивідие віторів дпе 8оїв Ф'аїйецтв,» ТВфиь не мені 
Вівраутв продолжаєть употреблять метод І. арілсв'я, основанний 
на рядахр, сходимость которнх» оставтся недоказанной. Коли 





1) Болбе чамзь странно в» воввйшемь курсів Вегітапд'ь (Свіса) Фев 
ргобарінівз. 1889), не только не ветрвтить имени Чебьішсва, мо даже про- 
честь слвдующія слова (стр. 94), «Ів рбобтаїївабіоп ргоровбс раг Роїівзоп 
зоав Іс пото де Іоі дев стардзв пошігев штапдив поп зепіешепі де гісцецйг, 
пвів де ргбсівіоп. Рез сопдійопз варроьбев дапв ЇЄпопеб бебаррепі раг Ів 
часов 6 іопіе арргбсіабіоп шаїБбтабідае», дто все, что говорится об» изсав- 
дованівй Роівзоп'я. Коетати замітить, что мя Віепаутіб мм встрВчаємь в» 
зтой кнвгів (стр. 295) бевь привнанія заслаугь зтого ученаго. 

3) Доказательство Івагепі"а Ї, с. содержить ошибку не стр. 103 вь 
строкв 13 сверху, которая существенно измбіняєть закякченія. 

3) Мбіпоіге ваг іа ргорабіціє дев етгеатв Ф'арго?ів Іа шбібоде йсв поіп- 
дгез евтгб6з. Мбто. 4. вву. еітапс. ХУ. стр. 615--664. Также Фопго. фе 
іїсих. Т. ХУЇІ. 1859. 
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принять в» соображенів, что попитка доказательствь Сімпя8'а 1) 
содержать произпольцпня допущенія, То дотжяо призпать, что 
(Паївсбег бить правь говоря?) «Гі із меї Кпома Най аїї їбз 
ргооїз Ебаф Бато РБево біуво ої Бе шебпод об Іжазі Здцагез 
сопіаіп, бо злу Ре Івазі, зле роїпіє об дійїсиНу. апа оп вів 
ассопті апу пе іпуевбіхавіоп об бе гезпії 5 песезбагіїу а 
тайег об тисі іпбегозі». Дишь в» самов посліднеє врена 
глубокія изслідованія вь области пепрернивпнхь дробей прявели 
Чебнішева кь точпому дДоказательству теоремн, лежащей в» 
основаній способа найменьштихь квадратовь 2). В'ь основавін 
доказательства лежить тоть-же методь, которий привель к» 
доказательству закона большихь чисель, но для приложенія єго 
нужно бюнло преодоліть большія аналитическія трудноєти. При 
всей зам'Вчательности доказательства Чебишева, зто доказа- 
тельство нельзя назвать простнят, В виду зтого обстоятельства, 
а также вь виду важности волроса, ням» казалось велитев- 
ним» интереса напомнить об» изслідованіяхь Саопесбу, касаю- 
щихсяа того жо предмета. Способь найменьшихь квадратовь било 
предметомь спора, возникшаго вь 1853 году между Сапсбу 
и Вівпаушб. дтоть-то интересиьй спорь бнль причиной поав- 
ленія мемуара Вівпауштб: «Зиг Гаррпї...», о котороюь била 
річь веше. Св другой сторовн тому-же спору наука обязана 
изслібдованіями Сацепу, вв когорюхь содержится доказательство 
основной теореми способа пайменьштихь квадратовь при нбхо- 
торьюхь предположеніяхь. даслуги Сацеру., столь внсоко ціни 





1) Мебподе дев паоіпігез саггбз. Метоїгев виг Їа согабіпаївоп дез об- 
зегуаїіоиз. Ріг СО Вк, Сбьлзз. Тел, ва їгапо. раг Вегбгапі. Рагіз, 1852. 

Вегігавд. Свісці фев Ргобабіцівв. Рагіз. 1889. стр. 217--958, 259-- 306. 

Си. также цитяроканную вмше єстаетью Віепаутб вь Мбіа. йе бах. 
вітвоє. стр. 619. 

1) Оп ібе ІГам об Касійку о. Еггог8 ої обзегувіїооз цай оп (Бе Меірпой 
ої Ісазі бдчагев, Мет. ої Не г. азіг. 8ос. Рагі ПП. Усі ХХХІХ 1871--1872. 

9) Сациски Ймоа. якад. наукь Т. 35. 1887 «О двух» тев»ремахт отно- 
ситольно вфроятностей». 
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мня вь другихь отрасляхь математики, остались, на Сколько 
намь язвботно, почти нозам'вченними вь области исчивлонія в5- 
роятностей. Нам казадось ти болів ннтероснниь представить 
доказатольство способа нанменьтихь квадратовь по мемуарамь 
Саперу. ЦосяВдній низь зтихь мемуаровь, которий содержаль 
ивтересующев пась доказательство, приведень вь Соарівя Веп: 
Фаз вь краткомь извлеченій, цередающемь лить одни резуль- 
тати. Ми старались дать доказатольство 3тихь результатовь, 
сябдуя нВкоторьизь указаніямь, содержащимся в предьдущихь 
мехуарахь Сапсбу. 

ПЦрежде чімь обратиться кь нашому предмету, ми позво- 
лимь себі изложить вкратці содержанів сцора 0 способі нан- 
меньшихь квадратовь. Поводомь кь нему послужиль написанний 
Сацебу во время пребнванія вь Прагі мемуарь обь иктерпо- 
лацій. бацепу в» ото время занимался теорій світоразсвянія 1), 
Для зтого нзслідованія нужно било раздагать функція вь рядн 
и Сацебу кашель сдособь цприближеннаго вичисленія козффи- 
цієнтовь зтихь рядовь по данинмь значеніямь функцій, разла- 
гаомой вь рядь; что призодилось кв рвшенію зинейньих урав- 
неній. Момуарь, содержащій рішолів зтого вопроса, биль ли- 
тографировань вь бентябрв 1835 года?) Затіиь опь бналь 
напечатань вь журналі Гіопуїйв'я вь 1837 году ?), впрочемь 
сь пропускомь приложеній кт свбторазсвянію "), Восемпадцать 
яБть спустя Сапепу вернулся кь тому-же продмету й вь 36 
томів Сошрівз Вепіиз напечаталь помЬщенную вь отчеті 0 за- 
свдмйи-27 Їюня статью: Мбілоїге заг Івтаїцабіоп дїпсоппие8 
дббегтіпбез раг цпосгапд попібге Ф'Єдпабіоп8 арргохітабіуея 
да ргетівг деєгб. Зтоть мемуарь вачинаєтся єдовами: «Сог- 
ще Га гешагдаб М. Каув, Іза попувіїз шбіподе д4'їпіегроіа- 


з) Уаївоп. Га уів ей Їсз фгауаах Фе Вагоп Сацебу Т. 1, стр. 91. 

з) Уаївоп, І. с. стр. 3. Также Фопго. 4в Ііопу, Т. 2. 1837. стр. 193. 
3) Мбетоіге виг Гіоіегроїабіоп. Стр. 193--205. 

2) Сопрієв Кепдцз. Т. 37. стр. 108. 
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йоп див Їаі йоппб дйап8 цп шбтоіге Шіоєтарріб вп 1835, 
реці 8біге шбіїбтепі арріїдибе й Гбтьіцабіоп д'їпсопоцез дбіві- 
шіобев раг по єтапі погбге Є'Єдцабіопз арргохітафітев дн 
ргешівг дехтб». Дальше излагаєтся тоть-же бслособ', что я в» 
предидущемь мемуарі, но вв другомь виді, а яменно -- без 
связи сь разложенівмь вв рядн. Способь ототь бостойть в'ь посІі- 
довательномь ноключеній нейзвістинхь изь линейнихь уравненій 
сявдующимь образомь. Всякій разь из» оставшихся нензв'івстинть 
овибираєтся для ноключенія то, для котораго сушма абсохютняхь 
величинь козффицівнтов» вт различнихь уравненіяхь--канболь- 
мая. Затіит, нзиБнив» знаки в» уравненіяхт, гді козффиціенть 
отого нензвістнаго отрицательні, окладнваєвиь всі уравненіх 
изиВненной такимь образом» систе. РЕшивь результать отно- 
сительно ноключавнаго нензвістнаго, подставляємь внраженів 
его вт каждов низь уравненій. Такимь образожь нолучавнь 
систему такого-же числа уравпеній, содержащую одной неизвіст- 
ной меньше и т. д. Уравнепія, которня служать для опредблевія 
ноключаємнхь неизвістнихь, образують систему, вь которої 
-каждов носльдующев уривненів бсодержить одной нензвісткой 
мельше й служать дла опредбленія нєнзвістинх»ь. В» конці 
момуара Сацеру показнваєть способь перехода-оть позученннх» 
такии»ь образом значеній неизвістинхь кь тби?,значеніям», 
которня опредфляются по способу нанмевньшихь квадратов й 
вноказнваєть убіжденів, что результати двухь методов рообле 
весьна близки между собою. Ототь-то мемуарь и бнль качахекь 
слора. Добаваєнів, сділаннов вь нем и касающееся способ) 
нанменьшихь квадратовть, ввізвано било возраженівн»ь Віепауше, 
статья котораго била напечатана нісколько позже, а именно 
вь отчетв о засбданій 4 Їюля (тонь 317). Статья Віепаутб 
носить заглавів «ВБешагдоез виг 1е5 дійбгепсеє диі дівіїпецері 
Гіпівгроїабіоп де М. Сацебу де Їа шбіпойв фев тоїпдгев саггбв, 
ві диїі аввитепі Їа варегіогііб дв себсв шбіНодв». Воть начало отого 
кемуара: «Рерпів дивідив бетря, Габіепбіоп де ріавівитгя обветта- 
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івпг8 8'єві рогібе виг апе швіподе ф'їпіетроіабіоп де М. Сапебу а 
рабіібе еп 1835 ві ії ввті!в ди'оп аїі гесагдб себбе твіподе сет- 
те ауапі дивідпе єбове «'агаїосив апх амапіаєся Фв Їз сбівбте 
пбіпоїв дев шоіпдгез саггб8. П звгаїї басбеах, дпе 168 обвег- 
уаївит8 Раз8впі іготарбв й сві бсагі раг св чиї арп біге дев 
деах шбібодез, саг еШез дїйогері сошрібіетюепі, ві 8і Їв рго- 
сбд6б де М. Сапсбу ібшоїіспе, соттв фопі се диі вогі де за 
рішив, де Ріпебрівцве іпдпвігів, дп'їі ваїй аррогіег іа5дав дап8 
Ісз дцевіїоп8 ргабідцез, се ргосбдб п'єп еві рав шоїля боці й 
іаїв еп сопітадісіїоп ауес Іев ргіпсірез ди саїси) дев ргора- 
рійібв». Дахбе авторь, не оспаривая кетода интерполяцій 
Сапсбу, показнваєть, что множители, при помощи которих» 
Сапебу производить нсключенів ненйзвістннх», отхичнн оть 
множителей способа нанйменьшихь квадратовь, В» кокці Віеп- 
аутшб возражаєть также против» соединеніля обойхь методов», 
предлагаємаго Сапсіу., находя, что 9то повело-бн кь удвовнію 
внчисленій. Вь отвіфть ка ото возраженів Сацспу помбстить 
в отчеті о засіданій 18 Гюля статью под заглавівнь: Мбтосіге 
зиг Гіпівгроївбіоп оп ДБешагдцев вог Їс8 Вепагдпез де М. 
ФЗаївз Вівпаутіб, вь которой приходить кь заключенію., что 
каждьй изь двухь методовь имбеть свой прекмущеєтва й что 
6го метод, главнниь образомь, предназначаєтся для тіЬхь 
случаєвь, когда число нейзвібстннихь напередь не дано, какь 
напримірь, число козффицієнтовь безконечнаго рада, которнів 
доджно удержать, ограничиваясь язв'івстною степенью прибляженія. 
Не удовлетворялсь однако зтимь, Сацебу переносить спорь 
отчасти на новні предметь, а именно ка состоятельность мето- 
да навиеньшихь квадратовь независимо оть сравненія его сь 
другими методами. Йиенно, в» отчетів о засбданін 25 Іюля 
поивщень мемуарь Сапесбу подь заглавівиь «биг Іа попувів 
тбібоде д'їпіегроїайоп согарагбе й Іа шбібоде дев шоіпдгев 
сагтб8в. ОДтоть мемуарь заканчиваєтся словами «ЇЙ е8і угаї ци 
Іезв свісиів де Іаріасе азввіспепі й Іа шбібойе дев тоіпдтез 


Т. ХП Зап. Мат. Ота. 14 
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саггб8 попе ргоргібіб ішрогіапів, сеїе дв Кошгріг, соте 
Ів гешагдив М. Вівпаушб, 1е8 гбзиіавє 165 ріпе ргорабієв. 
Маїз себів ргоргібіб пе єаРзізбе, соштв іс Гехріїднегаї 
дап8 шо ацпіте агбісів, дише 80цп8 сегіаіпев бопдїбіопя; ві 
аїог8 тадше ців себв сопдібіоа8 зопі гегаріївв, її репі 86 
Гаїге дие, роцг оббепіг 18 гбєцібаф8 Ї65 рія ргобабівз, Їа уоів 
Іа ріав соцтів 80їй де іоїрдге й, Їа попувіїв шбіподе, іа, тб- 
Шоде де соггесіїоп йопі Їаі рагіб». Для доказательства зтихь 
утвержденій Сацербу пришлось заняться критическимь разборонь 
доказательствь бпособа найменьшихь квадратов»ь. В'ь отчеті 
о засвданія 1 Августа Сапсру помВщаєть мекжуарь под» загла- 
відиь : «Мбіпоіге виг Їе8 соеїїсівюів Пптіаївигя оп гевігісіеитв» 
в которомь изложено, вв иной фориб, преобразованіс РігісНнівї 
многократнаго интеграла кь постояннни» преділамь. Йиенно, 
Сапебу пользуєтся для отой ціли разривнниь шножителень 


2 о! | 
Ла | 48 ба ето) 
19 
за оф 


которнй равень 1 для значеній со, заключающихся между в'я 
ш'", й равень нулю для значеній, лежащихь вий отого проме- 
жутка. Вь конці зтого мемуара Сапебу прилагаєть сказакнов 
преобразованів кь кахожденію вброятности, что ошибка среднаго 
результата содержится внутри данинхь преділовь. Затіжь он 
разсжатриваєть подробно частинй случай, когда функція, внра- 
жающая вВроятность ошибкя, нмфеть видь, указанний бапя8'овь 


Деуякем 


и для отого частнаго случая приходить кь способу нанмень: 
ших» квадратовь. Вслідь за ту, вь мемуарів, напечатанномь 
вь отчеті о засіданій 8 Августа поді заглавівнь: «Зикг 185 
гбзиїаїв шоувоз д'обзегуабіооз де шбше пабиге ві 5иг Їєз 
гбвціїаво 18 рішв ргобабів8», Сацеру старавтся рішить общій 
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вопрось, т. 6. изслідовать, по скольку способь наийиеньшихь 
квадратовь давть найболфе вбВроятинне результати при промз- 
вольной функцій /(є). ЙИсходя привтомь оть требованія, чтобн 
значенія множителей Ж, Х,,.-А,, Обращающія вв шахітит вб- 
роятноєть предположенія, что линейная функція 


ха Рв РОМ, 

опибокь є, Є2,--Є, ЗАКЛЮЧАєтся между предітами З о, не за- 
висіли оть о, он находить., что должно 

СО 

Гора бага! Созбеа , 

0 
гдб с я М суть постояниня. Случай М--2 приводить кь спо- 
собу наиженьшихь квадратов»ь. В» случав-же Має 1, похучаєтся 


Е 1 1 
є) 0. -оооо о РАВ Ка. 
Ле) т 1-ЬК2е3? А с 
Вь отомь случав найболіе вброятнов значенів не получаєтся 
по способу наймевьшихь квадратовь. -- Вь то время, какь 


Вівпаушб обВщаєть привести в» защиту результатовь Гаріасв'а 
вскія соображенія, Сапебу в» засвдавій 16 Августа читаєть 
хемуарь «Зиг Іа ргобабіїйіб дев егтеит8 дипі абесфепі дез гб- 
виїайв шоувпє фобвегтабіоп5 дв товще паїйге», в» котором», 
продолжая изсябдованія, изложенння в» преднидущемь мемуарів, 
приходять вь конці кь такому заключенію : «Їа уаїівитг Іа рішя 
ргорабів х де Гіпсоплив х репі 4ійбгет з8впзїбівтепі йе сеПе 
диї боптпіб Їа шєібодв дев шоіпдгев саггб8». Он» задаєтся 
однако вопросомь, не ниїеть-ли способь канменьшихь квадра- 
товь препмущеєтвь перед» другини способави при достаточно 
большомь числі наблюденій и представляєть вь томь-же засі- 
даній «Мбшоіге 5ицг Іа ргорбаріїїіб дез еггепг8 дці айесіепі Їе8 
гбзціайз шоувп8 Фип єтапд пошрге й'обзегуайіоп8». Между 
тбиз, вь отвфть на сомибВнія, возбуждаєння  изелідованіями 
Сацепу, Вівпаутаб вв засіданій 29 августа сообщаєть знаве- 
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нитиЙ менуарь «Сопвідбгайіопв 4 Гаррці..», Ф котороїь нн 
говорили виште. В» отой» мемуарів Вівпаутб внражаєть между 
прочимь уббжденів, что формулю. которня Сапербу даєть в» 
предндущихь мемуарах», могуть, при надлежащень прим'бненій, 
привести кь доказательству способа нанменьшихь квадратовь 
при произвольной функцій /(є). В'ь отчет о преніяхь, которня 
нийли місто по поводу зтого сообщенія, сказано на основані 
возраженія Сапебу слбдующев: «Г'апаїувв й Гаїйе йв Іадпеїе 
оп ауаії барій Їе8 ргоргібібз де Їв шбібоде дев шоіпадтез 
сагттбз в'аррпуаїв вит дев 86гів8 допі Їа сопувгкепсе п'єві раз 
дібтопігбе. М. Сааспу а гешіріаєб себе апаїувє раг дез Іогшоїез 
охасівв еї гієоптецвев». Хота Сацебу вв свовиь возраженія 
не отрицаль возможности доказать методь нанменьшихь квад- 
ратовь при помощи внведенннихь имь формуль, однако в" ме- 
хуарв: «Зит Іа рішв стапде етгвцг й сгаїпдте дап8 шоп ге- 
вийаб шоувп, ві виг Їе вуєбеше де Касівитв даї гоп себіе рійя 
стапдв еггвит ца шіпішиш», напечатаноюь в» отчет 0 тожь- 
же засбданій, онь пришел» кт отрицательному рвшенію вопро- 
са, даєть-ли способь найменьшяхь квадратовь нанввроятнійнтів 
результати даже при достаточно большомь п. 9то мибніє осно- 
вано бнло однако на ввнводахь, полученнихь лишь вслідетвіє 
несовершенства форнуль, состоящаго вь вслишкомь грубом»ь 
прибляженія кь точной форимухв. При дальвійшемь изсавдо- 
ваній Сапебу самь устраняєть ети несовершенства вв послідкень 
мевуарв: «Мбішоїге биг 1е8 гбяціавв шоуєпв Фф ціа іге8 єтапі 
пошюрге д'орбегуайідпо». Зтоть мемуарь не бнав напечатань й 
вь отчетів о засВданій 5 Сентября мн находимь лишь кратков 
извлеченів изь него. Фтимь мемуаромь заканчиваєтся спорт, 
которьй, какь ин уже говорили, яжбль столь важноє значекіє 
вь развятій теорій вВроятностей. В» результатів вняснилось, 
что истяна била на сторояб Вівпаушб, я Сацеру не замедлить 
вь конц концовь прійти кь ней, подвергнувь обсновательноку 
сомнінію прежнія доказательства и прохоживь новьй путь. 
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Введенів. 





Прежде чіиь перейти кр доказательству основной теорекн 
способа нанменьшихь квадратовь, просябдиюь главнне моментн 
вь ряду разсужденій, составляющихь ото доказательство. 

Вообразим» систему лянейннхь уравненій 


а, о "- азам 5 а Й, 


1 
іже 1,2,.т , ! 09 


ГДВ а,у--данння числа, 2 ---числа, виражающія значенія ноко- 
инхь веляичинь, щ--числа, виражающія точно значенія наблю- 
давинхь величинь. Коля величипн, впражающіяся числами 2, 
существують, то систежа уравненій остаєтся справедливой при 
всякомь числЬ п. Для опреділенія 2, умножимь оти уравненія 
соств'втетвенно на 3,» Хо,--М, И бЛОЖИМЬ поЛученнне результатн. 
Затбиз виберень Х,, Х,,..А, Такь, чтобн удовлетворить урав- 
неніямь 


Уа 1 анна Уа дано . (3) 
21 


із! ісезі 


Тогда найденний оть сложенія уравненій результать обратится в 
зу У ти, , (3) 


Такимь образомь найдется значенів г, воли будуть извбстни 
значенія Х,. Для опреділєнія значеній Х,., имбеюмь уравненія 
(2), число которнхь--т. Ми предполагаємь что пу» й, слв- 
довательно, нифемь уравненій больше, чіиь нензввстинхь. Цо- 
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отому вообще существуєть безконечнов яножество систем зна- 
ченій ),, удовлетворающихь условіямоь (2) и опредбляющихь 7,. 
Если между п уравненіями есть покрайней м'ФрБ т независнивхе, 
то каждая изь систеж»ь значеній Х, даєть одинь и тоть-же ре- 
зультать--йокомое значеніз г,. Но на самомь дав цо-ів,-ре, 
гдф К, получается изь наблюденій, а є, представляєть ошибку 
при наблюденій. Вслбдствів етого 


не, кн, 5 з 


Їсзі ' 


М . 
г У --заченів хі, Получаєнов по зтому способу ноклю- 


із! 


ченія яз» систекн уравненій, дававмой наблюденіями (уравненій, 
вообще несовивстинхь), аб; ошибка вт зтошь значенія. Ошибка 


сі 


оставтся, конечно, нейзвівсткой намь, потому что нензв'встив 
ошябки є, є»,..є,, Не существуєть возможности путем» ана- 
лиза найти найболіе блязкій кь истині результать. Совершенно 
не знає величинн є, мі должнь допустять, что она можеть 
принимать всевозможння значенія внутри извіетннх» предбловт. 
Если жи предположиюь дальше, что сь каждниь зчаченіем» с 
связана опредфленнаа вброятность вго существованія, то ока- 
жется возможнимь найти вброятность предположенія, что ошябка 
Є заключаєтся между предфлами --о й -ьо. При каждой ве- 
личині вброятности такого предположенія предвян фо будуть 
зависіть оть значеній Х,. Йзь вебвх'ь систем значеній Х,, удов- 
летворяющихь уравненіямь (2), можно йскать той, для которой 
о нибеть нарменьшев зкаченів, т. в. ошвбка, отвічающая опре- 
дбленной вВроятности, становится возможно малою. Такой ввн- 
борь будеть найболве внгодини». Однако сділать его безь 
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дальнівйшихь предположеній невозможно, ибо вь формулн вхо- 
дить совертшенно нейизв'івстная нам» функція, вкражающая закон» 
вброєтностей ошибокь. Но оказнваєтся, что сь увеличенівень 
т до 00 вВроятность предположенія, что отибка 5 заключаєтся 
между Їо, приближаєтся все больше и больше кь величині, 
независящей оть закона вброятностей оштибокь: 


ою 
2 сЛ 
2 -|( 23 
У іа є а у 
0 


гдб с нікоторое постоянное, а Аа У Боли положим» 
усооі 


ре ЗІ СЛ, то вийдеть, что, вибравь т достаточно большим, 
можень сь вВроятностью сколь угодно близкой кь 


9 рі а 
усу 
Та 


утверждать, что 5 заключаєтся между предблами і с. Но 


. 
оти предфян будуть нанйболіе тісними если т.е. ум будеть 
ії 
шіпішио. Йтакь язь безчисленнаго множества систем значеній 
Х, удовлетворяющих» уравненіямоь (2), лучше всего вибрать ту, 
которая доставляєть функцій отихь перемінних» Л нанжень- 
шую величину. Опреділенів такой системи значеній представ- 
ляєть непосредственнов приложенів теорій найбольшихь и най- 
меньшигь функцій оть многихь перемВнинхь и легко локазать, 
что значенія з, получаємня при помощи такихь множителей 2. 
суть пивнно ті, которня получаются по способу нанменьших» 
квадратов», 
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Возвратимся теперь кь вбВроятности предположенія, что 
ошибка 5 заключаєтся шежду продблами зо. Если представвиь 
вВроятность предположенія, что ошибка наблюденія не превос- 
ходить величним є, ВЬ виді 


Ме) 


3 








іа/(а) 


то легко доказать, что вброятноєть предположенія, что 
зве Р Рв, 
заключаєтся между о, внразится фориулой 


Утао 


« у 





2 оо 
Рево даФ(а) 
) 
га . 
Ф(а) жа9( ад ад)... рХ, а) 
каже Кімле) да, 


а х означаєть величину, которой не можеть превосходить ни- 
какая ошибка. Вся трудность заключаєтся вв преобразованін 
втого яятеграла, дозволяющомь прослідять переходь кь предблу 
пак0р. Если предположить, что /(--є)зе/(є), то 


фа) за оубнн 


Разложивь Созав вь рядь и ограничиваясь двуня первний 
членаня разложенія, им'бемь 


Ка) за алое бік о 


0 0 
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Но збачадче Камчнт 
0 -Х 


ибо представляєть віроятность, что ошибка прянимаєть одно 
изь всфкь тіхь значеній, какія вообще возможни для нея (со 


х 
включеніснь значенія о). Бсли обоваалнь (в ее) чрезь с, 
0 


то получинь приближенно 


Ф( а) зав 1---са? 
Но 
во ше 1--са24,.. 
Поотому приближенно 
вада п О8 
Вслідствів зтого 
Фаунє ЯЙ 


Постому приближенно 


и 2 рі в" саЗА Юта» 
"л)Г7 а 
0 


что, при цомоща извістной формули преобразованія, перехо- 
дить в» 

о 

2/сЛ 


а2 


9 
Ре-ос- «ль 
уз іа е 
0 


Такинь образомь ин приходимь кь формулі, приведенной 
внше. Такой переходь не позвоєяєть ділать никакихь точ- 
нихь заключеній, ябо приближеннов внраженів дла ф(а) будеть 
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сколь угодно близко кь встинному лишь при достаточно малоть 
а Между твиь какь вь вьраженін Р. перемфинов а возрас- 
таєть до 00. Поотому, для точнаго изслВдованія Р. приходнтся 
разбить зто вкраженів на два слагаємнхт: 


8 о 
2 Зітау | 2 
2 У аФон аа 
ІЧ 19 а 
0 8 








а 


Твперь можно вибрать 8 достаточно большим»ь, чтоби сділать 
второв слагаємоє произвольно махни»з. Для доказательства ото- 
го утвержденія приходится шользоваться замічательнняигь свой- 
ствомь функція ф(а), по которову 


1--фЧ(а) 
а"р(а) 


при вещебтвеннихь значеніяхь а оставтся больте нікоторої 
отличной оть О величиньи. Посла отого остаєтся заняться пер- 
вой частью т. 6. 


з; паю 
2 5 
1 Ма Фа) па» 





4 о. 


Такь какь а вь йзнтегралі принимаєть значенія, непревишаю- 
щія 0, то аргументи функцій р, входящихь вь Ф не превн- 
шають значеній Х,0,,0...Х,0 и, при сколь угодно бохьшовь 
0, всли Ж достаточно мали, могуть бить оділань достаточно 
малий для того, чтобн можно бнло замінить Ф(с) чрозь 


--сЛа? 
е 


Велідствів чего получится вкраженіє 


« у, 


ЧУ -- са?Л штам 
-Чаа є и 
т . 

0 
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оть котораго легко перейти кь 


2 у --саЗЛ Утау 
ока себе 
0 


а 2 


МИРУ 
потому что функція е са"А чрегвичайно бистро убнваєть сь 


увеличенівть а и, велідствів зтого, расширенів преділовь до 
00 даєть прибавку єколь угодно малую. 

Итакь видимь, что переходь оть внражевія Р кь оконча- 
тельному простому результату разділяєтся ка три перехода: 
1) сьуженіє предфловь ивтеграцій, 2) заміна функція под» 
знакомь интеграла, 3) расширеків предбловь интеграцій. Для 
внполненія перваго из» зтихь переходовь необходимо знанів 
внишеуказаннаго «свойства функцій р. Для втораго перехода 
необходимо преобразовавів 


г а 
-- 2 Юта! - --і? 
дес 
0 


дто преобразованів., равинм образом» и преобразованів Рігісріві 
многократнаго интеграла кь постояннниь преділань мн предшо- 
загаєнь вь настозщей статьб извістинии 1). 


1) Дан точнаго обосновавія посаїлдняго преобразованія должно изсаВдо- 
вать возможноєть изибненія Поридка явтеградій вь многократньж'ь интосгра- 
лах сь безконечньми предвломи. 5іо0їх первній, на сколько вам» мзьвстно, 
коенулся зтого предмета вь статьВ: «Ріе рівієппайзвісе Сопувгсепто уоп Кип- 
сіїопеп шеПтетег У стбодстіїсбнеп 2п деп дафагі вісі етуебепіва СгепоуегіБеп, 
дазв віпісе Фдегавібеп сопзіапіеп ХУегбБеп вісі обБегп». Ревультать 5і01л'я мо: 
гуть бють ; оспространень нл нікоторье схучанй неравном'врной сходамости и 
на случай многократньх»ь нвтегразовь. тому вопросу маг надВемся посвя- 
тить особую статью. 
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Ко теорій способі панменьшяхь квадратово. 


чимарацанояи 


1, Подь функцієй /(2) мн будемь 'разужіть функцію, 
обладвющую сявдующими свойствами. Для вещественнихг зна: 
чепій перем'внной г, заключающихся вь промежуткв--х...-рх, гдб 
х н'вкоторов конечнов положительноє число, 9та функція одно- 
значна, конечна, положительна й йибеть для каждаго значенія 
перешвнной опреділенную пройзводную. Для вещественннхь 
значеній, лежащихь вив отого промежутка, /(х)--о. Овергь 
того /(-а)-а/(2). 

Изь допущенія существованія производной витекаєть, что 
функція непреривна и, сябдовательно, интегрируєна в» каждонь 
конечномь промежуткі 7). По той-же причині будуть ннтегря- 
рувин я произведенія 


Де)Созав й /(в)є" 
Подь функцівй ф(г) будемь разушіть функцію, опреді: 
лявмую равенствомь 


х 
Фа) яв бу (є)Созже . 


"Хх 


Такь какь /-е)--/(є), то нано ідосна 


ФІ -2) сет є). 


) Ріні. Стаопдіадеп їйг віпе ТБеогіє фег Кивсбїопеп віпег уегб опдег 
ісьва гевїва (ігбвхе. Шецівсь іБеагівівсії уоп Ійгоїв ап З8еперр. Ігірзів 
892. 6 187. 
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Легко видіть, что функція (г) есть цілая трансцендент- 
ная функція. Вь самоюь ділі, радь 


т'в! 


7 (г)Созае є) г 91 п (в) 4! чи (с)... 


сходится равном8рао, пра каждоюь данномь значеній 7, для 
всвхь конечинхвь значеній є. Цовтому можно шнтегрировать зтоть 
рядь почленно 1). Такижь образом», введя обозначенія 


-о е"/(є), 


получимь 
Х 
Ф(2)2е гам («)Созав 
0 
2с 2с, 4 

р сага -ф 4! о 

Но 
х х 
соте Кв губах ікла ; 
0 0 

т. 6 


оо". 
Поетому козффицієнти ряда, виражающаго (2) будуть, по аб- 


солютной величині, не больше козффицієнтовь ряда 


20, Р 2с рони ра 5... 


Но зтоть посяїдній рад бходится для всякаго конечнаго зна- 
ченія г. Повтову рядь, ввражающій ф(л), обладаєть тіиь-же 


 пнонннннвнькинвнном 


7) Діоі. 1, с. 5 278. 
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свойствомь, т. 6. (г) представляєть цілую трансцендентатю 
функцію. 

2. Переходя кь теорія ошвбок», ин применть за нсходную 
точку понятів о вВроятности предположенія, что ошибка наблю- 
денія заключаєтся между о и є или равна меньшему из» отит 
чисель и придадииь 9той вВроятности сл8дующую форну 


ло 


9 


по- 








ОР О при єу»о 
0 


0 
Мз)чя бача) при є«20 


Отсюда вбвроятность предположенія, что ошибка содержится 
нежду а и і или равна меньшему язьнихь, внражаєтся такь 


Ь 
че) 


Вь самомь ділі, пусть сначаха будеть 07»а. "Тогда возиожни 
случаи: 1) ау»о, 2) а« то, БУ»о, 3) а«тщо, ф«цо. Обозначинь 
черезь Б вброяткость, что ошибка заключаєтся между а я 0 
нли равна меньшему из» отих» чисель. Тогда вь первомь случав 








Ва Кіаа) , щі баа) . 
0 0 


Но, по творем'В о сложевій вБроятностей, в'вроятность, что ошибка 
равна ви больше 0, но меньше 0, равняєтся суми вфроатности, 
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что она равна или больше 0, но меньше а я віроятности, что 
она равна нли больше а, но меньте 0, т. 6. 


ву Ма)--В. 


Отсюда 








Ь 
Ве НО) Ман У фа/ауяе 
а 
Во второмь случав 


Ма)ч- іно. пом бімла | 


Качла . 
а 


ветенн ту Кіа) 





бач . 





Вь третьсмь случаб 


0 0 
Ма)ч- база), Вдуче іа) , 
7 і 
Ка)же В-Ь КО), 


. ід 
Ве Ка)--Кб)-) іа (ана біо) | 





Пусть теперь будеть ф«са. Тогда, по только-что доказанному, 





Кама) 
о 





внразить вбВроятность, что ошибка содержится между ан і или 
равна меньшему яз зтихь чисель (вь данкомь случаб 0). 


Но 








Кан - бло 








Сібдовательно пверадені наше всегда справедляво. 
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Даїбе, ми предполагаємь что никакая ошибка по абсо- 
ютной величині не можеть превосходить х, т. е. что значенія 
оть --х до -рх представляють всевозможния значенія ошибки: 
Согласно сь отимь мн дояжнн предположить, что 


банні, 4) 


йбо лівая часть представляєть вбВроятность, что отибка содер- 
жится внутря предіфловь зх, что достовірно. Замітинь, что 
бсля функція / (є) не удовлетворяєть тому требованію, то 
достаточно взять 

/ (гучні (2) 
и вибрать і так», зтобн условів (1) бнло удовлетворено. Для 
отого дояжно бить: 





ка дн 
т. 0. М 
/ деки 1 
Мао 


Такь какь /(-- є)-- (є), то изь (1) слідуєть, что 
Х 
Канн о 
0 


3. Теорема. ВФроятность, что сумна 
РО м ЛО Б, у ЛА НА 


ТД є збгн-Єр т ВОЛИчИнн ОШИбокь, а ХК, дання числа, 
заключаєтся между предблани іо, вниражаєтся формулої 


оо 
Ро- 2 аноау но . 
т 
0 





а 
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ГАЗ Ф(а)н- «(2 2)Ф( ка)... а). 


Доказательство. Вброяткость, что олибка наблюденія 
содержатся между з я є-ЬНз внражаєтся, по 2, так»: 


ьє-Рає 
іа) 
Є 
ла. при Фзу»о, 
Фе/Г(е -р баг), 
гав о«С0«С 1. 


Позтому вфрозтность, что при п ваблюденіяхь получились отаб- 
ки, заключающіяся между є, й з,-Р є, 8, 8, З.Є, й 
є, "Р Фе, виразится, по теоремі обь умноженій вбВроятностей, 
пройзведеніви» 


Дер ОА, Се Ома). а, "Р, аа, «вдо, (1) 


Вообразииь теперь, что каждов из чисель є, принимаєть зна- 
ченія, образующія аривметическую прогрессію сь разностью аз, 
в содержащіяся между --х й -рх. Возьмемь сумиу внраже- 
лій, подобянхь (1), распространяя сумнованіє на веб значенія 
є, Удовлетворяющія условію 


«ТП ЬВ ВМ, «0». (2) 


Таких» образом» песлучимь внраженіе 


УУ .. У (зі -Р0, 48, У (ве б. «Іза ).- Де, 0, «в, а "РА ЛИ 


представляющеє вбВроятность, что оши(кИ сі,є»,..є, СОДержатся 
внутри области, границь которой опредіфляются разсматривавинми 
значенівни є,, удоваєтворяющами условію (2). Если перейдень 
кь проділу, отзвчающему Йшли Йв,2со, то получим» вброяткость, 


Т. ХГУ Зав. Мат. 0.4. 15 


інь 0 ів 
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что ошибкя удовлетворяють условію (2). Преділь ототь будеть 


ро -- бана Ла, УКеа).е,), 
гді ннтеграція распространаєтся на вс значенія ає.Єго.-Є,о 


удовлетворяющія условію (2). Кл зтому ннтегралу приложим»ь 
преобразованів Рігісріві 1), основавнов на свойствів интеграза 


Лак 1 бастам ан Не.) 
уч « 
-9р 


водиться кь 1 для значеній є,, для которнхь 


хе РУТ 


заключаєтся между --о и -ро; є--кьвулю для значеній, для 
которнхь ото внраженівє заключаєтся вні того-же пронежутка. 
Такимь образом получни»: 


Ж Х Х 
Ре 2 аа але убчн,,, фаледвн 
т а 
-- 0 -Х -Х 


Занітивь, что /(-є)2а/(є), и поотому 


ба (є)біпавео , 
-х 


находни», что 





Х . Х 
Макс Ме Соваєчча) 


0 а отит 0 ода 


1) Си, Меуег. Уогієвипреп йРег дів Тіеогіє Фвт Беві. пі. 66. 174, 175. 


дно, данній 
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Положив» 
вОа)вбна) ад (а), 

находинь 

со . 

ре 1 і ПФ (ау таю 
т а 
200 

Не Ф( -а)-еф( а) 
Позтому 


Ф( -а) Фа). 
и, сяВдовательно, , 


СО : 
Рез 2 іа | 
т / а: 


4. Творема. Вели г то 
- "од? Ха 
Ф (2) ) ГДВ са У є. в3/(є) В 


хи 2 1 
1-(5) о ай 
Доказательство. Такь какь 


Созав же 1-- ато , 
то 


Х Х х 
нау 2 іа/(з Сова 2 дадз)- я уміла. 
0 0 7 


Но, по 2((2)), 


б (вно . 


295 
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Поотому будеть 
| х те 3 
Фа) єє Ї-- му «У зба) 
0 


Приложивь теорему 


КФефо) ки) , о«ци«ці 
кь функція 


1 
: ні ---й нирці -- - Рон С 
іо0(1--Е)єв--5 1--і р5 


иибен» 


при условій 
о«тЕ«Ї . 


При зтомь 





1 
содержятся между 1 я 1-є 217 


1 
Ре ОЙ 
Изь (3) східуєть 


4 І-оаоо | р. 


(1 


(3) 


(3) 


(9 


(5) 


(6) 


Чтобн сь помощью равенства (6) преобразовать правую часть 


равенства (1), должно положить 


о бач 2іног) 
о 


и уббфдиться, что условіє (4) будеть пря зтомь удовлетворено. 
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Такь кавь /(е)7»о нежду предблани интеграцій, то асно, что 
будеть Є»»о, Сь другой сторонні 


Кале 2 за «а аЗ/(є), 


т. 6. 
х РО 
бауе 2 бт 7) «Пс? . (7) 
й 
Но 
| х х 
сте Кв Уваоаз , 
0 0 
т. 0. 
І а 
сах 


1 
Крок того дано, что пс, Погтопу 


пря 
са'«ЩГо 


Теперь йзь (7) видно, что условів (4) ввполняєтся. Прилагая 
равенство (6), находимь изь (1) 


ни чо зав; 
Фе 0 9 (8) 
1 
І«Працо . (9) 
. д8 
і-Земо(2 о 


228 ИЙ. В. СЛЕШИНСКАГО. 28 


Йибя вь виду неравенство (7), положинь | 


х 
ба 2 віл) збо? . 
0 


Отсюда | 
чо моз же)". 9) | 


Равенство (9) обратится теперь вв 





бажні 8 


3 


гдв С опред'вляєтся ривенствомь (10). Оставтся изслдовать 8. | 
Сь отой цілью обратишся опять кь теоремі (2). Полагая 


(ок 
ФС «от 9 , 
нако димь 
ПРДА 
2 Зт-о євіСОо . 
Отесюда 
9 біт за бо о 
Позтому (10) даєть 
р. 4 гте 
гей бак «2/(є)Соє?-2-- . (119) 
, 0 ? 
Но 
тке«фах и ахСЩІ. 
Отсюда 
8 т 
Р: 
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т 
и оба сти числа меньше 5. Поотому 


Гу» Сов'з бо . 


Слідбвательно 





х х х 
Уа доз «З є)Соз? рн 5 ба є), 
0 0 7 


хо 





Х 
Р г3/(є)Соз? "Р - сов? 
о 


Укножая на и пользуясь равекствомь (11), находинь 





роСР»рСО8? 
Приникая-же в» соображенів (9), находимь 


чо рубок; . (12) 
іноз бін 


їх о т ду 2 
«0-2, 79 Сов 1---1-- 
Такь какь 579 08----7У» 2) 


и, схВдовательно, 


2 1 (ах! 
обенвун 
087577119)7Та12): 
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- обХ ях 12 
Соз? зн 1- (22) (13) 
Далфе, изь (7) східуєть, что 


»Х 2 
1-4 4а/(з) ( заг». ) у» 1--С23, 


0 


Такь какь сх?« 2 1, то обі часта Зтого неравенства У»о и. сав- 
довательно, 

1 1 

урн» ЗУ оре (414) 


»Х 2 
1-4 | 2 бій, ) 
0 


При помощи (13) и (14) каходямь изь (12) 
ах 2 
2 


1 
п | ) 


Б. Теорема. Функція ф(а) при вещественньихь значе- 
ніяхь х всегда удовлетворяєть неравенству 
аз І 
Ф(2)«г 1--та3 
тдф о гт»о й не зависить 9ть 2. 


Доказательство. Положивь 


І 
Р()я1 2) (1) 


и обозначвиз чрезь т" нижній предбль значеній функцій Ф(2), 
отввчающихь вещественини» значеніямь 2, находимь пості- 


довательно 
Кабгт, 


1-ра"ф)гІчктя" | 
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Отсюда, вь предпозоженій, что 
1-ртайтьо, (2) 
находим» 
| | 1 1 
гіоврохТе оч 
1-ра3(2)3 0 1-рта? 
и. блідовательно, 


1 
" 2 . 
р (ах та 


Оставтся показать, что г7»0; такь Какь вь такомь случав 
условів (2) будеть также виполнено Й творема будеть доказана. 

Вопрось приводится кь изсябдованію функція Ф(г). Из» 
(1) находин» 

1 
Ка) пах) "а? " 
Такь как» 
ФІ -)є Ф( 2), 


у а) а) 


и. 6хЬдовотельно, достаточно предположять, что х изифнаєтся 
оть 0 до 20. Изолідуємь сначала ф(27) вблизи значенія 2--0 


то 


1 | 
ИЙзь предндущей теоремн знавиь, что при ацо будеть 


2 
паза, га сі (2) . (3) 
Потому 
ма) І (Бар 


1 в ях 1 
Но а«г х з Ожбдовательно 2 2 
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Поетому, язь (3), 
3 
ФУ 
и, сяВдовательно, 
Зс 1 
Ма)г»со ПРИ жацосо 


Йзслідувнь теперь Ф(г) вблизи 2--00. Интегрируя по частям», 
находинь изь равенства 





Х 
Фа) яке 2 бачу 
0 
равенство 
Х 
| Доо)Зітах ба (є) тав 
Фа) єз2 - 
г 
СлВдовательно 
Х 
ТЕЗЕ: 2/о)вінак--2 Ма тає. | 
, 
Отсюда 





гнауєзу(д-н2 ак) 


0 


Но извістно, что если функція интегрируема, то и абсолютвая 
величина ея также!) Позтому правая часть представляєть опре- 
діленную конечную величину І, положительную и независящую 

оть с и 


нара» С. | 


1) Ріі, 1. є. 5 190. 15. 
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Повтону 
1 1 


мо ДР по чали 
и. 06ли предположимь, что 


Йо, 
то будеть | 
1 1 
а ОЗІЯ 
я, схВдователько, 


1 1 1 
Канада) аб 28 


Теперь легко показать, что нижній преділь (2) больше 0. 
Допустииь противное, т. е. допуєтям»ь, что 72-х 0, "По извістной 
теоремі 1) существуєть, по крайней мфврі, одно зкаченіє пере- 
МінноЙ гос2,, Обладающеє свойствомь, что в сколь угодно 
маломь промежутків, заключающемь его, когуть бить найденн 
значенія перемнной, для которнхь Ф(2) еколь угодно близка 


1 що 
кь 0. Таков значенів д,, додано бить-27-- н «1/2, ибо вив 


отого промежутка функція Ф(х), какь мн только что доказали, 
остаєтся больше нФкотораго положительнаго числа. Такь как» 
Ф(2)--цілая трансцендентная функція | Л, то внутри разсматри- 
вавєнато промежутка она можеть обратиться вь 0 лишь конечнов 
число разь. Сверхь того каждов йзь значеній г. обращающихь 
ф(е) вь 0, ножеть бить виділено при помощи промежутка 
сей. тдв /ЛУ»о и притом» таков число, что для всВбхь 
значеній внутри зтого промежутка 


2) «щезр) 


1) ріоі, 1. є. 5 36. 
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Гд5 є--данноє чвсло, Тогда внутри того-же промежутка будеть 


1 0 1 
ай 


и, слідовательно, значенів 7, не можеть лежать внутри него. 
Бсля нсключимь всі таків промежутки, то 2, дозжно лежать 
вь одном» изь оставшихся промежутковь. Но в" каждомь из» 


1 
отих» пОСл ДНЯХ о; а вифсть сь ней и Ф(2) непрернвна. 
Поетому, по извістной теоремі 1), Ф( 2) дояжна достигать своего 
нижняго предбіла, т. е. дояжно бить 


Фах ) о. 
Отсюда 
Ф'( з 1, 
т. 0. 
ФІ То) та 21. 


Если предпозожить, что (2,)2-- 1, То изь зависиности 


"РАС -Кау о 2 зі) 
У | 
сябдуєть, что 


бала зай що , (4) 
0 | 


Если-же предположить, что 


ФІ бо ) зав -т1 - 
то 


(ачо(2 іо У що (5) 
0 


1) ріпі. 1. с, 5 47, 
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Но 
Й т ПРО 
бно Сов'о? У ТО зік'?) у абаа)нн 
0 0 | 0 


н, схбдовательно, (5) даєть 


бно Сак'ое У, що. (6) 


Итакь должно внполняться (4) или (6). Но ни то,ни друго 
невозможно в» силу предположеній о функцій /(є)1). Йтакь 
должно бить т». 


6. Творема: Боли 3, нанменьшее, а Х--канбольшев 
из чисель ХХ, 8СЛИ п превншаєть большоє йзь чисель 


Х 2 
4 и 2 (1) , 2 8 превишаєть больштеє изь чисель 
0 . 


У. 2 
Упк-ою)  ХеЙ "(т--4) 


то вкраженіе 


реа бі а урн» 


можеть бить зам'Внено вираженівиь 


8 
Ре У Чафа) па» 
т У а 


причень будеть 


Р--Р Є Р 


у рію. І. е. 5 190, 13. 
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га 
1 4 тав" 
2 15-рт528? 


Мам ЕЬЯВОАЯ : 


Доказательство. Для доказательства зтой теореми нужно 
разсматривать разность 


Я 





о 
РоР ей У іафазтаю | 
1 а 
9 


ЙИибфен 
оо 
. Ф 
Ровує? аа ЙО б 
| 8 
Одісь | 
Фа) -фі( аж а)..Ф Ха) (2) 
Но, по 5, 
ауто ві пай 
Цовтому 


1 
о 
ауто уртіат).(1-ртка?) |" 
І НЄ 
а ТИ тав ТАН |; 


1 1 
іс (- РІ 2,2 2.51. 
Фа По тідж )-Ь..-НіоИ Яка у, 
Чтобн шпреобразовать правую часть посхвдняго неравенства, 
разсиотримь ввраженів 


1 ра 2 
Кс чен од(14нтбаб), 
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Инфень 
пута! -- два -- 2 


М ції ва) Я . (4) 
Сравнивая числителя правой части сь внраженіснь 

пті02--- 275202--2, 
гдв 0--нікоторов число, находинь тождество 


пткра?---дува?--2 шати 02--- 2тА282---2 
-рпта05--К) тп 222) ад---82) 4 2таЗ (22.8) . 
Такь какь 2,5), то при 2220, воли зр будень нивть 
пі рад--- дтва? -- 27»0 
при вевхт значеніяхь 
с? 
коль скоро 0 будеть вибрано такь, чтобн 
пуЖ587-- 2783-21, 
2 
що 
Итакь, при перечисленнихь условіях»ь, будеть 
Х(5)«що. 


Позтому Х(Е) убиваєть сь возрастаніємь 5, пока 5 не пре- 
восходать 22, Повтому 


ХОукКО) , 


938 И. В. СДЕПІННСКАГО. 38 


т. е. 
1 та 1 з тра з 
2 14-т9а заз НІ Зі ран? Р. чо т а). 


Внчитая об'в части втого неравенства йзь 


1 
Зо тай) , 
находнми: 
2,2 


Гра 
за роко) з іл зо Чад р тйзагуд 


2 ро 


ни та Фор (6) 


| 25 
Но, при а/»о, і09(1 тато что слбдувть яз» того, что 


27 
функція Іод(1 а) о равна о при х--о, а пройзодная 


т 
ва равна (1-рах2-ра) фа .Т. 8. у»о пря а7уо. прямняя 9то 


неравенство ко второй части (6), получаємь 


1 , 1 то 1 
3109(1 фа?) -а Горда -рта?) 


2.2 : 2.2 
п--2 тра 1 Гра 


"а 2-рта 21-ртка, 





ИЙ 
1 1 тро з з 
зна 2 гортай з ЕР, а") (т 


щ (п-- Фупра!--4 
77 9л( 1-7) 2-Ь то) 





2.2 
та . 
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Сравинвая числителя правой части сь вираженісм» 
(по )гК8"--4, 
гдв 0--нфкоторов число, находиз»ь тождество 
то-Фуба о 4 з (п -- Ф273483-- 


це фуга (4-32) (п Фу ад 87), 


Откуда, такь какт А), видимь, что, при пу» и аг, бу- 
деть всегда 
(п--4 гра! -- 7»о , 


коль скоро 8 будеть вибрано так», чтобн 
(п - 2)738'-- 470, 
2 
ж / (п-- ум 
При зтомь условій правач часть неравенства (7) будеть по- 
ложительна. Позтому лівая часть также будеть положительна" 


Итакь, если числа т и б удовлетворяють убсловіямь, указан- 
ни в» теорем, то, при а28, будеть: 


02- 


тра 


Зі Зтіза бу те Р; аЛод(І14НтЮ а). 





Придавая р вь 9том'ь неравенстві значенія 1.2...т, и оклади- 
вая подученнне результатн, находнут: 


НТ, заг) -ртка")р уз 
1 уЛае ; а 
2 1-рті3а зар ОСІ рт о), 


Т. ХІУ Заг. Мат. Отд. 16 





1 Ть РУТ 
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Возвращаясь теперь кь керавенству (3), находям»ь, пря помощи 
только что пайденнаго веравенства, 


1 1 Ма! 1 з 
9-1а) 12 Ідна Т о 1 ЯетА аг), 
Откуда 
1 тЛа? 
1 2914 т03а? 
Фа Р 14 772с3)є Ц 
и 
1  тЛа? 
10 77519 
аїр 
для аз,0. Слідовательно, по (1), 
1  тЛа? 
9 (00 1 г " 2 1-рті?а? 
гомедє ріка а (в 


Для преобразованія правой чаєти введеюь новую перем'виную 
Є, полагая 


1 тМа? 
ЗРУВа ЄЮ 
Отеюда | 
, 2 1 200 тан 
ні ай "19 тбаб)а! 
4 За 1 За 7Е 


РИМИ р нні 
чан» 











є" а 7 14 та? "і 3911 
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Позтому 
І  тЛа? 
1 772 1 та? ( 3 У о 
Ізртімаз " ЧИМ 
1 о тЛа? 
ма 1 0302 Іуда 5 -- (3) 
« 1-ртХ33о? и "ПЕ" 
При ау»о и ФаУ»о ними» 
Ето. 
1 "Ла? 


Повтому 5, т. в. Рака возрастаєть вифсті сь с и, с15- 
довательно, при а-;0 


1. тЛа? 1 ТА? 
2 І-ртіа? 702 Ізртіоа 


зр: 


т. 6. 


и, слідовательно, 


Позтому (9) давть 
1 | туЛа? 


Ма 100779 рий В й 

а рукав? г 
ПЦреділамь 80 ля 20 отввчають предфлн 

Л 
У й 9 

Повтому (8) дасть 
ЛИ 
22 
асе 


: 1 Е 
|В Р 


Я 
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Интеграль. входящій вв правую часть неравенства, равень 


-- У 
я, позтому, меньше, чвиь є " . Йтакь 


І --Яї 
ІРР у е 


7 Теорема. Боли вс , то Р, хожно замінить 


вираженівмь 


«0 --сЛад 
Р - -2 Ма е пав 
т 





9 
с 


причемь будеть 
| ; є 82 7" ра2 
Р- Р. ІЗ "Ре "АТ Чо - 


гді /. означаєть большез низ» чисель 





1 сло 
о оЛ)281 отого 
47 КВ ж 1---С13282 


е -1Ї1 и 1--е 


Доказательство. Ми должпи нзсяїдовать разность 





2 8 --сМа" тай 
в-вея що) -е 1) 
0 


Сь отой ділью представям Ф(а) вь форм показательной 
функція. Ми виділи, что 


Фа.) - Ра 7 
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гаї 
І (5 ) 1 
"2/1 очсаі 
, 1 
при условін а«щ- 7. Отсюда 


ті М .е » 2 
Ф(а)чаеі аурдза). ман СИН ммс 


| 1 
пря убловій да з ус 1, 2,....п. 9то шосліднев усло- 
. І 1 
вів будеть виполнено, вбли ха» т. 6. о 02) 
Положимь теперь 
» Ме5.. «РУ ях - (Ве Р) же. 


Часло » будеть средням»ь между числами 7,757 Тогда бу- 
демь им'іть 


»/ 2 , є 
Ф(д)лее з са (3) 


1-53 «ау 
--оКа 


я, такь как», по причині Р), нибемь 


1 І І (27) І (2) 
г-дадчі-он " 1712/7170»), 


то будеть й подавно 


(25) 1 
ІЧ / Ім Є 


Такь какь 
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Поотому и 
(5 ) 1 | 
1-72 / УЧ той Є 


Введень виївсто 7 часло б--1--:. Внчитая предидущія не- 
равенства изь 1, найдемь 


сад 5 ах 2 
7 1-- са? «уч 2/: . 9) 
| | --сЛа? 
Составим»ь тенерь разность Ф(а)--е , входящую в» ви- 


раженів (1). На основавій (3) ямбемь: 


ПОРУ ОХ ПОРУ ОХ ЗР У. 
Фа)-е сМа са М сЛа 


или | 
ча? ос, оеЛа? 
Фа)--е сла" тб ач дела -4). (5) 


Возьмемь число 0, удовлетворяющеє убловію 
1 
«3 з 


Тогда для всякого а"-8 будеть вилолнено условів (2) и, слі- 
довательно, будуть справодливь веВв предндущія неравенства, 
Л'івая часть неравенства (4) равна 


1 


і- 1-- са? 


и, сяВвдовательно, убнваєть сь увеличеніви» а; а правая часть 


того-же неравенства возрастаєть сь увеличенівмь а. Позтому 
при ас70 будеть 


с382 - Х8х4Х 
пУРчУ р ОР ДЕ (5) 
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Предположимь скачала, что бУ»о. Йзь предьдущаго пера- 
венства нибфень 


СХ). 
б«г 
(тсюда, такь какь аг 0, 
1 
--сЛ23285 
- 2 4 
госКа «се 
Поетому 
1 
--оА289»2 
« 2 4 
ска 1«Се -1 1: (7) 


Шуєть теперь будеть д«со. Тогда, по (б), нифежь 
сХ20? 


дані 
з ЗЛ 
Отсюда, такь какь ах00, будеть --дсЛа«щ-- - й сад: 
Поотому 
студ" 
Дає | 1--с028? . 
Откуда 
сода! 
, Кр 2 то ла 
ПР Р Р Б (8) 


Сопоставляя неравенства (7) и (З) и вспомвивь значоніє /, 
находимь 
ге осЛад 


--- І «п. 


Цозтову язь (5) находинь 


зона оба ць тела? о 
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Обращаясь теперь кь равенству (1), находим»ь 


та» 








2 
(а) оеттоМа 





р дб 


2 8 
ІР, ор аа 
0 
Східовательно, по (9), 


4 | 

2 оо Аа? Ута» 

|Р, - РК бак е | ди 
г 


рай 





--сЛа 
или, такт КАК е «І, 


Утаб 


(10) 


хо 








| ут 
Остаєтся изсяВдовать - го Разложив»ь зто внраженів вт сте- 


пенной рядь., видимь, что первне членн разложенія совпадають 
сь перенми члонамя разложевнія функція 


. І 
го азі 
Усно 


Точнов сравненів зтихь функцій показнваєть, что 





пі аб (11) 


Докажемь вто неравенство. Для зтого будень различать два 
случая: 1) аг2то я 2) с27зт. Разомотриюь первьй случай. 
Непосередственно видно, что (11) справедляво при х--0 й дет, 
Поотому будемь предполагать, что о«тт«ст. Доказивавнов 
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2 2 
т 
неравенство можеть бить написано таквсозо 711037 е. 


Ф(хуузо, если положимь 


аз г? 
а) іо 13 
Отсюда 
З9чепдт . , 
ж Ф(д) я З Ута--- кита д2Со8а 
Ксан докажень, что правая часть У»о. то отеюда будеть слб- 
довать, что ф'(2)У»о, т. в. Ф(г) возрастаєть. Такь какь 
фЩо)--о, то будеть 


. ф(а)у»о. 


Позтому вопрос приводитея кт доказательству неравенства 
Зіна «о Юда --2Со837У»о. 


Вь справедливости-же зтого неравенства убВждаємся. зам'втивт, 
что лбівал часть его равна о, при 2-0 й возрастаєть сь 
возрастаніємь 2 оть о до т, потому что производная вя равна 


ЗУта(2 -кутаСоза)| 
или 


З 
-у іі 22 мае | 


и остаєтса положительной для тот. Йтакь неравенство (11) 
справедливо при 2. Оставтся доказать вго для а». За- 
иітивь, что | 
тт 


що бо аичьсю 


7 
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видим»ь, что достаточно будеть доказать єправедливость не- 
равенства 


1 1 
Я алі 


м 


Разріілая зто неравенство, находинь, что оно будеть внпод- 


нено, воли | 
3 . 
т п 
зу 


с» і | 


то, Дч 2», ДОБазнваємов неравенство будеть справедливо. 
Итак неравенство (11) справедливо. Шозтому из» (1()) находимь 








Так» какь 


ля, такь какь правая часть равна 
Во 
-ГУЗ 
21: | З 1 
т. атучні но ооогтіз 
т У! ра? 


0 
2/3 Во 8 2) 
пр | і 14.--- , 


м |в 111 8 
|Р, - -Р.|2 т уз у/лчз) ' 
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49 
5. Творема. Внираженів Р, можно замінить вираженіву» 
С 
2/сл 
що м З 
пух Фа й 5 
причень будеть 
егтОЛва 


(Р, з теА82 : 
Дохазательство. Во первихь занфтимь, что, по нзв'ВСт- 
ному преобразованію, 
о 
ня 20 
2 сл 
п РР Р Чаєоба? та» | 
Й ж и а 





Поотому 
9 (20. еДадтаю 
ИРНЕ УР 
т 
9 


или 
РУ ОН | 
РР ба сЛа (--9еЛа). 1 Вітаю 
те а? 


8 
1 -сАа? І то" 
а «( оч Г 
Б є ) й таб 
СО 


1 1 
Отсюда, такь как» ри и |та СІ, 


1 о8 
Р Ро ( етобад, 
00 


вибою поко 
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втусАв" 


Р, ВА ее тел 


ї 
9. Теорема. Если Р предстанлявть вВроятность, что 
хуер РИ УК ХЄ, 
содержится между предфлани З 2ЙсА, то 
( 


2 2 
зе «а -о- 
2 - вав 
незоо У ГІЧ 


іт Ро- 
0 





при условій, что числа 
(тт. | 
при возрастаній т до 00 содержатся между конечнимия поло- 
жительньими числами і и 175. 
Доказательство. Коли вь 6, 7 и 8 шоложимь пронз- 
вольнов число 
у 2 У сй, 
то для ввраженій 
о Утдіац сА 
2 кута сЛ 
роз аа) тая -- з 
те 


с 





едбиа а учеаефа 


8 | 
--сЛа? Мін 2 ; 
Р дубе , інд У сА 


а 
9 41 з 

п У с 
/ та) 
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найдемь неравенства 


| Р -- 
Р--Р, о і 7 








Р.--Р «Зп УЗ 218У сЛ ЗУ ТО 
|Р, ен (Уа -уля С ) 


--сЛ88 
Р, --Р.«? 
| з з теЛ82 





Откуда, такь как» 


2 .Ї ---3 
Ру дав чере Р. (РР) ОР, -Т а); 
9 


ан 


и; 5 . Чу пр 
« и знуз Їод (че А 








2 і | | ,2 
Реве й 
У тм), 
вс 0? 
пед (1) 


При 9томт дозжям вниолпяться сявдующія условія 


пу» 4, о) 

щ- ко 9 

ро РАУНД 2) 
 т(п/2---222) ж Ї "(п--2) 


І | 
з (3) 
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Второе, третье и четвертов язь неравенствь (2) кожно напи- 


вот 


сать так» 





Но пронзведенія |лА| и |пА,| завлючьются между / и І, и потому 
зти неравенства т виПолнен, если возьмем» 


РР С 
ор АМО 


Если виберемь п так», чтобвь сверхь того, бнло 


а диво 41 
ча п РУ 








для чего должно бить 


ДІЯ 
пути и плу»б, 


то преднидущія неравенства для 8 будуть внлодненн, если будеть 
гуд. 
о рас тю 
Р» 
Итакь вибето условій (2) кифень 


413 ж | 





Что-же касавтся дусловія (3), то єго можао каписать такь 
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п, 
«ак я, баВдовательно, оно будеть внполнено, вслій взать 


п 
«т 
Чтобн 9то неравенство било бовиВстко сь предидущим"», необхо- 
ДИМо взять 
8х213 


пр 


Итак»ь, условія существованія неравенства (1) будуть внпол- 
нені, вслй пт будеть превншать больлтев изь чисель 


ДІЙ 8хкЇл 
8,7 (5) 
в оесли будеть 
2 дп т 
ПЕ (6) 


Разсматривал вторую часть неравонства (1) й принявь вт со- 
ображенів значонів чисель 38 и /, видимь, что ввнраженія, ве 
составляющія, зависять оть трехь произведеній: 


28, Л8? и ХЛ? | 
Для зтихь пройзведеній, зам'втив», что ) у | содержится межлу 


і І, ОСІ 


оз йо со й, бабдовательно Л-- между - я --; ймибфемь: 
п п поп 





- 4 3 8 4 
Ї 5) «Полви«с І 3 | 
п? п 
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Отсоюда видно, что достаточно вьибрать 8 безконечно большям» 


2 а" наприиврь 0-3, 
чтоби сь возрастанівиь п постоялно внполнялись условія (5) 
и (6), и било 


пті8 во, шт Л8Зсг ог, пт ЗЛ8"--о. 


пе пам паж 


вифетб сь л порядка вне , и квиже 


Ведідствів чего будеть 
шт а ор 


пажос 


йти Мод перед пенні Ов лу 


пес 





н, слБдовательно, на обновавія (1), 
2 


шт Роз -(7- Має 9 . 
т | 


пакоор 
д 


10. Переходя кт способу наймельшихвь квадратовь, раз- 
смотрии» 
Б СТО М СРО БРА м А НА 
їинейную функцію оптибокт сі, 8... є,. 


По предидущей теорені, ввроятпость, что 5 содержится 


между предвлами З ІЙ сЛ, вибеть предбломь при поз 00 


Ї 
2 У аае Я. (1) 
У те 
Такь как» 
ж 2 
ПД УР УВУ , 
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- 


то, при данномт 9, можно взять / ка столько больтим»ь, чтобн 
( 
2 (7, (2 б 
У іа З «Що. (2) 
ун о 


Далфо, какому би закону ни слідовали числа Ж, можно, при 
вибранномь /, найти таков М, что при му» М будеть 


2 Ї 
удо «5 . (3) 
Тотда, такь какь 
І з ЧІ з 
1-- Рес ую Чає- Я -( чу Фає З ) ; 
тм 


будеть 





2 с, 9 
1--РА411-- пам Й Про чає - 
"о Уч р Ук 


т. 6. на обнованій (2) и (3), 
1--Рс б 
или 
Ру» 1--й, (4) 


Отсюда видимі возможность виебрать п столь большимр, что- 
би можно бнло утверждать сь вівроятностью, превишающей дан- 
ноє чисдо. что ; заключаєтся между предВлами і 1 сЛ. Такь 


как ііЛозо, чо можно кайти такое число 2М'"-;У, чтобн 
песо 


при пу М" бнло 
мУєлтя, 


Т. ХІМ Зап. Мат. Отд.: 17 
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гдф т даннов число; т. е., вибравь » достаточно больтшимт, 
можемь сь віроятностью, превосходящей давноє число, утвер- 
ждать, что 5 содержится вв сколь угодно твсннх» пред'ілахт. 
Ото справедливо пря всякомь законі, которому слідують числа 
хз Хо --Х, Пря возрастанія т до 20, лять би по абсохютной 


| І, 
величвній он содержались между п п Но если зти числа 


вибранн так», что, при всякомь 7», доставляють функція 4 
шіойліш, т, утверждая сь вВроятностью, превосходящей даг- 
нов число, что 5 содержится между преділами рас . ни 
будем им'іВть возможно тіснне предільи, Такой вибор» вообще 
считаємь найболіе вигодину». 


11. Возьмемь теперь систему уравненій 


ан? Р Фата б о Ра, т КО (1) 
Іжа 1, 2,....п; пу»т, 
ТД а,і--ДАаниня ЧИСЛА; 2.,22,....2,- ИОКОМНЯ ЧИС; по, . 


..0,--ЧчИсла, точно внражающія наблюдавини велячинн. Для 
опреділенія 2, умножимь каждоє уравненів нашей системп на 
соствітствующаго єму мнпожителя Х,; й сложамь полученнне 
результати. Такямь образомв найдси» 


п п т п 
| - чі ч ри 
2, рт УР Фо б г УР "о - зи, т кт.) 


У . 


2-3 


Внберемь сомножителей 2 такт, чтоби 


т 


п я п 
чі - чі! -- | -ь ч| у 
Уа ручноь ХР, віттода, рі 1 за, рові дь 


Іжа 


-- 
- ті Хі ко, о ) 
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Тогда предюдущеє уравненів сбратится в» 
У» 
Ж: (3) 


Коли нокомия числа 2, 2,,..7, виражають существующія ве- 
личинн, то уравпенія (1) совивстин при всякомт 7. Вторня 
части зтихт уравненій, однако, нензвістнн нам», йбо изь на- 
блюденій мн получаєм», виВсто точинх» значеній гі, з... 7 
значелія 1, Га, |. "нь СОДержащія отибки є, СЕ пз 
такь что вообще пах 0,-ре., Сбообразно ст зтикь нстивнов 
значенів 2, по (3), будеть 


я н 
Фр ба Уа, І "б У, Є 
І-зі Ізі 


ИЛЕ 


тав 


Здісь 2, представляєть оипбку, проясходащую вслідствів того, 
что виїсто ястинкаго рітшенія 2, ик береюь рішенів 


роли у 


шолучаємов по німнему способу исключенія изь неточних» урав- 
неній. Ошибка вт чисяв 2, представляєть, какь видам», ли- 
нейную функцію ошибокь в» наблюдаємнхь величинах». От- 
сюда, по 10, видно, что панйвигоднйтимь вибором множи- 
телей ) будеть тоть, при котором», для всякого п, будеть 


о | 2 п . . 
Ле РУ руля ШіИМИЙ, 
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Мпожитела ХХ опредфляются уравненіями (2), число котормхь 
т, по предтоложенію, меньше числа нензвбстинхь й, 2 1а-- 
«Ху» Позтому системь мпожителей, виполняющихь исключе- 
нів вевхь 2, кромб х,, т. с. --деющихь равенство (3), бу- 
доть безконечно много. Среди зтяхь системь зпаченій, дояжно 
найти сту. которая доставляєть функцій ДЛ, шіпішиш. Для 
отого, по правиль ученія о найбольшихь й найменьшихь функ: 
цій, дояжно разсматривать, вийсто функцій Л,, функцію 


и " 1 
м - 
О, я-- Др ддь, І рат ТМ ар 5. (зол -1)- . 


п 
|, 
анна, на (4) 
ізееі 
или 
Оу М, о дації за ад 
"о РУ Р А 1 й 
іі п 
да кат 
тб а, 2,24... 4,» 7 НеОПредбленнне множители; й Искать 
вя шіпітшо. Уравнивая пулю частння производяня зтой функ- 
цій по перемниниь Ж, Хан: ---Х,,» Каходиюь уравненія 
Ха Р ть фа, (5) 


І же 1,2,..п 


котормя в совдиноній со (2) дають систому п-рт уравненій, 
изь которнхь, вообще говоря, пайлется п-рт количествь Ж. и 
а.--Чтоби уб'ідиться, что найденная таким» образом система 
значеній дійствительно доставляєть функцій Л, шіпіши, на- 
ходи» 


430 аз зУміХ 
12 


ССР 
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Отоюда видно, что всегда Ф"Ф,у»о. Шозтому найденная система 
значеній доставляєть функцій О, шіпішншю при неограначенномь 
изм'вненій перем'івнинхь А, Хр Ар» Йзь опредфленія по- 
нятія шіпітиш бліЬдуєть, что зта система будеть доставлять 
жіпішит той-же функція, воли ограничиться лишь тіми зна- 
ченіями переиВнньхт, для которихь внподняются убловія (2). 
Но для зтихь значеній О., какь ввдно изь (4), обращаєтея 
вь Л,. Сльдовательно, для найденной системн значеній, функ- 
ція Л, будеть иибть дійствительно тілішию по отношенію ко 
вебиь значеліямь перех'Виннх, удовлетворяющимь условіямь (2). 

Укножиюь теперь равенства (2) соотвітственно на 2», 
За, --- Є, Й, ОЛОЖИВЬ ШОЧчЛленно, зам'внимь во второй части 
Ж, 9го внраженівм 


я 


Перекеся ве членн в» одну часть уравненія, найдев окон- 
чательно 


(ау аа г Раби ОО 
нля, по (5), 
Ха, во Вк ар оору)є20, 
т. 6. 
аа раза. фу б а В 


н 
с, Ма "М ра, Я. р г. "о за, т Фет 2), - 


" | | 
ана гр-Разда Р... РА кт Р) ттт0- 
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Такія уравнеонія шолучаются при рос 1.2,3,....т. Такинь 
образомь получаєтся система однороднихь урампвній, вь кото- 
рой перембнинми будуть служить различимя сумин 


Уа: І" тур. . ВУ б Фу 
1-21 
усе 1.3,. т, 
а козффицівнтьни--числа а,,. ШПозтому, воля опродблитель 
-| 
ЗеУ їла. .- «и. т «Ро, 


то всВ вншсуказанпня сужюв должнь приводяться кь нулю, 
т. 6. должно бить 


п 
Мала го РИ пт і сед, 


: (Б) 
Мал ї льну фа нут б дутт0 . 
іжзі 
Отеюда видим»ь, что для опреділенія значеній 2, Фа. -.-Хи 


должно поступить сл8дующимь образом», Кажлов изь данинхь 
уравненій умножить на коеффицівнть вт немь при т, й сло- 
жить получениня уравненія; затіи», каждов изь даннихь урав- 
невій умножить ка козфіриціонть вь кемь пря ж, й сложить 
полученння уравненія; й т. д. до 5, включительно. Такинь 
образожь получится ти уравпеній, изь которнх»ь опредфлятся 
Фі За зо -- Є. ЙтАКь приходимь кь тому сочетанію липей- 
янхь уравненії, которое, подь именехь єпособа наяменьшихь 
квадратовь, било опубликовано ІГесепдгв'омь вь 1806 году 7). 





1) Моцуеїев Мебподез ропг Іа івбіегтіпабіоп дез огріїев дев сопібйез; 
пуес пп заррібтепі сопвепапі дфіуєга регіесбіоппетепя йе сев ті'"Єпойся еї 
іецг арріїсабїоп паих йешх сопібїсв де 1805. А Гагів. Аппбе 1906. рар. 72-- 
30. Аррепаіїсе. 5иг іа Меіподе йез шоїойгев дааггбз,--в паг8 18095. 


61 КЬ ТЕОРІЙ СПОСОБА НАЙМЕНЬШИХ' КВАДРАТОВЬ. 961 


Система  уразненій, кь которой ми пришли, разрітима, 
если опредблятель ея 


"п п т | 
| 


Уа 1 Уа, ТІ ПОРИ Уа а 


| 
| 
| ві іш! 


аа б щі 2 У а ат 


іже1 іже 1 


п и 
ч ч| 2 
| Уа, ті паю тб, 2. . .. Уа 
іі 


іжек? 


неравень нулю. Файмемся теперь изслідованіви» опредВлителей 
Ї) и 4. Что касавтся перваго яз ких», то, взглянувь внима- 
тельно, зам'втимт, что, по теорем'в Сапсру, 


а аб т |? 


14 


с АД Чт 
реУуУчето Мк 





РЯБА .о-ЧР,т 


ту 


гдф сумиованів распространявтся на всевозможнья сочетанія 
і, 5,..--.Ї, нав чиседь 1, 2.... п. Отсюдь вино, что Р 
только тогда можеть бють равень нулю, когда между линей- 
нний функціями, образующими шмлівня части уравненій (1), 
вбть ки одной Системи оп независимнхь функцій. Вь зтомь 
случаїв, есля-бн намь били нзвістни даже точння значенія 
наблюдаєннхь  величинт, даннля система уравненій била-бни 
недостаточной для нахожденія нейзвістинхь. Мн предположим», 
напротивь того, что ни один» яз опреділителей 


ща ооо -Фіт 


араЧі з оо Фут 


не равень нулю. При каждомь » существуєть между ними 
нпанменьтій по абсолюзной величин. Ксли обозначинь нижній 
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преділь его абсолютной величини, при возрастаній » до ОО. 
чрезь 9, то можеть бить 97»о0 или д9с-з0. Ми предположим'ь, 
что дУ»о. Тогда, пранявь в» соображенів число членовь фор- 
худн, виражающей /), видимь, что 


грн со ПЕ зн з (7) 





Зтимь неравенствомь воспользувися дальше, --Для изслВдованія 
Д внесе ввраженія (5) вт уравненія (2). Такимь образом 
получимь систему уравненій, опредфляющихь 


Ж різ УРЕ гот" 


я т я 
ал 45 араУадаа тк РИ фан З антто, 
т 


в 
«р, о ай. 41 - ас 1, аль ТВ . РО аа 0, 
Іжа 


"7 й 8) 
а ЗУ ра "і ро Уа аз - 2. - Кт 3 аж 1 4 
Іісаз! ЕТ Іо 


п" т 
араб В ар на В... Фари Ує тем 0. 
Їде шо 


Откуда видимь., что опредблитель зтой системн также равепт 
1). Изь евтой системи уравноній находямь 


- р 
ану у) (9 ) 
гд5 р -- частинй  опредблитоль опредблителя |). Отсюда 


опредВлитель 


У, Ї І, РЕДКОЛ Дим 
ар 
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Но, по извістной теоремі, 


У и Р, з РИ О ет ДМ". 


. Повтому 


інф 


1 
Дає т . 
Отсюда видно, что ДУро. 


Оставтся  изслідовать измбїненія 2, сь возрастанівмь п 
до 00. Цоложив» 


Уа а лі, 9 (10) 
із | 


будень пить 


Ал 
РО нн" | л"Е, 
Урану пи 


р 


річн В ? 


тд Є -- частин  опроеділятель опреділителя Й. Отоюда, 
по (9), 


Фрі 


1, и 
- 


Повтому. на обнованій (5), 


: о. тот 
и - , аа В аа, за Р ут бо, , (11) 
Лазіе, пря помощи (7), зам'тивь, что 


р 
ОК оч 
п. 
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находииь 





| а---0(--).2--Т72), 
Мо» 12....т 7: 


Позтому, и подавно, 


(1-1 (1 
7 1.2....т 7? 


т. 6. 


кі 12 
р» т и ( 7) 
Далбіе предположимь, что козффиціентн а,, остаются конеч- 


ними сь возрастанівмь т до 00, Т. 6. 

а «а У, 
гдв а-- нВкоторов копечнов число. Тогда будеть, по (10), 

| А «па . 
Опреділитель Б, по абсолютной величині, меньше того вн- 
раженія, которое получится, если кажднй члень опредблителя 
замВлять его абсолютної величяной и веб полученння вели- 
чипь сложить. Говтому | ,,| не превосходить нікоторої пе- 


зависящей оть т величипн. Отсюда, принявь вь соображеніє 
неравенство (12), заключаєм, на основанія (11), что |А,,| так- 





і 
же по превосходить п -» ГДВ 6--нфкоторов независящев Фть п 


число, Позтому Х,, будуть числами, безконечно малими вообще 


1 
того-Жо порядка, что н-,- При безконечно возрастающемь 7. 

















. 













бів Ьооїк зпоцій Ье гекигпей бо 
чВе Іігагу оп ог Бебїоге Єпе Їазс йабе 
зкатредй Беїом. 

А бпе ої буе сепіз а дау ів іпсиггедй 
ру геіаіпіпе іє беуопі бе вресійедй 
сзіте. 

Рісаве гесигп ргогаріїу. 











